§2. GRUNDLEGENDE KONZEPTE.

Die Diskussion der grundlegenden Konzepte lehnen wir zundchst an gewéhnliche
Petri-Netze an.

Definition 2.1. Ein gewihnliches Petri-Netz ist ein Tupel P=(S,T,k) mit folgenden

Komponenten und Eigenschaften:

(PN1) S={s,,..,s,) ist eine endliche Menge von Stellen;
(PN2) T={t,,..,t,)) ist eine endliche Menge von Transitionen;
(PN3) SNnT=9;

(PN4) k: (SXT)U(TxS)- N1 ist eine Kantenabbildung.

Das Abbild eines solchen Tupels ist ein gerichteter Graph, mit Stellen und Transitionen als
Knoten, sowie beschrifteten Kanten von Stellen zu Transitionen und vice versa. Die Kan-
tenbeschriftung symbolisiert die sog. Kantenvielfachheit, die die Abbildung aus (PN4)
beinhaltet. Kanten mit £(-, )= 0 sind als nicht existent anzusehen.

Eine Transition t kann Ein- und Ausgangsstellen haben (es gilt entsprechend
k(s,t)>0, bzw. k(t,s)>0). Stellen, die gleichzeitig Ein- und Ausgangsstellen fiir eine
Transition sind, nennen wir kontrollierende Stellen. Es kann zusdtzlich gefordert werden,
daf} das Petri-Netz solche Stellen nicht enthdlt. Es gilt dann:

(PN*) VseS,teT: k(s,t)=0vE(t,s)=0.

Ein Petri-Netz ist demnach ein rein statisches Gebilde. Dynamische Eigenschaften
werden ihm erst durch die sog. Markierung verlichen (wir sprechen vom markierten
Petri-Netz):

(PN5) m: S->N.

Diese Markierung fixiert einen Zustand vom gegebenen Petri-Netz und kann nach be-
stimmten Regeln, sog. Schaltregeln, verdndert werden. Der Zustandsiiber fithrungsvorgang
bleibt nur den sog. aktivierten Transitionen vorbehalten.? Eine Transition te T ist aktiviert
(auch schaltbar), wenn gilt:

1 N bedeutet die Menge der nichtnegativen gangzen Zahlen.

2 Folglich kann keine Zustandsverinderung eintreten, wenn keine Transition aktiviert ist. Das Petri-Netz befin-
det sich in einem "toten" Zustand (deadlock, [5]). Siehe auch §1.
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VseS: m(s)-k(s,t)20.

Schaltregel fiir gewohnliche Petri-Netze: Feuert eine aktivierte Transition t im Zustand m

und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang i ( formal: m ' m ), dann gilt:
m(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle seS.

Den Schaltvorgang demonstrieren wir anhand eines einfachen Beispiels. Die Abb. 1
zeigt ein Petri-Netz, bestehend aus drei Stellen s,,s,, s, (dargestellt durch Ringe)® und
einer Transition t (dargestellt durch einen Balken), mit folgender Kantenabbildung:

3 falls k,=s,Ak,=t,
2 alls k,=s,Ak,=t,
k(ky ky)= 4 l_ l .2.
1 falls k,=tAak,=s;,
0 sonst.
Anfangszustand m Zustand m: m-'m

Abb. 1

3 Keine dieser Stellen ist kontrollierend - (PN*) ist damit erfiillt.
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Den Zustand (Markierung) des Petri-Netzes pflegen wir durch direktes Einzeichnen der
Marken* in die Stellen zu kennzeichnen, wobei die Anzahl der Marken, die eine Stelle s
enthdlt, mit m(s) zu identifizieren ist. Der Anfangszustand (Abb.1 links) ist demnach
m=(3.3,1), der Endzustand (Abb.1 rechts) m=(1,0,2). Bildhaft gesprochen, wandern
die Marken von den Eingangsstellen hiniiber auf die Ausgangsstellen unter Beriicksichtigung
der Kantenvielfachheiten. Ein nochmaliges Feuern von t ist mangels Marken auf den
Eingangsstellen nicht mehr méglich ( t ist nicht mehr aktiviert).

Im allgemeinen werden aber offensichtlich auch weitere Schaltvorgdnge moglich
sein - insbesondere durch andere Transitionen. Derartige Schaltfolgen sind vor allem im
Hinblick auf das bereits angesprochene Erreichbarkeitsproblem von besonderem Interesse
fiir uns. Sei T" die Menge aller Worter iiber dem (endlichen) Alphabet T , zusammen mit
dem leeren Wort \ ( T ist damit ein Monoid hinsichtlich der Konkatenation). Unter einer

Transitionenfolge verstehen wir jedes Element te€T".

Sei t=(t;ay - tjy) €T mit j(i)e{l,..,1},1 <i<k. Zundchst miissen wir sicher-
stellen, dafl bei der Umsetzung einer solchen Transitionenfolge nur die augenblicklich
aktivierten Transitionen feuern wiirden. Wir sprechen von einer zuldssigen Transitionenfolge
(auch Schaltfolge) zu gegebenem Zustand m, wenn gilt:

i-1
VseS,ie{l,..,k}: [m(s)+(v;[t(t,(v).S)—E(S.tj(v))])’k(-?.tm))]20~

Da jede Schaltfolge eine Art zusammengesetzter Transition ist, konnen wir die erweiterte
Schaltregel fiir gewohnliche Petri-Netze folgendermaflen angeben: Feuert eine Schaltfolge
T=(tay - tjy) €T im Zustand m und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang m
(formal: m-*m ), dann gilt.:

k
m(s)= m(s)+v;[((t,(v),s)—k(s,t,(v))] fiir alle seS.

Abrunden wollen wir unsere bisherigen Uberlegungen durch ein Beispiel, auf das
wir noch éfters in dieser Arbeit verweisen werden.® Ab6.2 schildert die Zustandsverdnderung
eines Petri-Netzes beim Feuern der (zuldssigen) Schaltfolge t,t,tst ()%t t; mit einigen
Zwischenzustinden (die Beschriftung von Kanten mit £(-,-)=1 wurde weggelassen). Im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel enthdlt dieses Petri-Netz zwei kontrollierende Stellen:
s4 (kontrollierend fiir t, ) und ss (kontrollierend fiir t;). Es gilt ndmlich:

4 engl. token.

5 An dieser Stelle wollen wir vorwegnehmen, da8 die Struktur der Erreichbarkeitsmenge des Petri-Netzes aus
unserem Beispiel verhiltnism4Big kompliziert ist, und gwar nicht semilinear. Trotzdem werden wir sp#ter sehen
(§4, Lemma 4.4), daB diese Erreichbarkeitsmengen durch rekursive Relationen beschrieben werden konnen.
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Anfangszustand m,

tat
Zustand my,: m; -2 **m,

Abb.2

Zustand m,;: m,

Zustand mz: my-

LT
- ml

()%t m
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k(s4t))=k(t),s4)=1
k(ss,t3)=k(t;,85)=1

und folglich ist (PN*) nicht erfiillt. ( Die vollstindige Kantenabbildung kann dem Graphen
direkt entnommen werden, was wir dem Leser itiberlassen wollen).

Diese beiden Stellen weisen dariiberhinaus noch eine andere interessante Eigenschaft
auf: es gilt stets m(s,)=1-m(ss). Zwei Stellen s und § nennen wir zueinander kom-
plementdr, wenn es eine Konstante a = a(m,)e N, € gibt, mit.:

m(§)=a-m(s) fiir alle me Ry,(m,).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage das Erreichbarkeitsproblem und
dessen Aspekte zu definieren.

Definition 2.2. Die Erreichbarkeitsmenge eines Petri-Netzes P =(S,T,k) mit dem An-
fangszustand m ist die Menge:

Re(my)={m|my-*m fiir eine zuldssige Schaltfolge teT"}.

Die Erreichbarkeitsmenge kann sich auch auf eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge
M, von Anfangszustinden beziehen:

Re(Mo)={m|3ImoeMy: mo->*m fiir eine zuldssige Schaltfolge teT"}).

Gilt me R,(m,), so sagen wir, daf die Markierung m von m, aus erreichbar ist ( formal:
my-"m oder auch M,-"m, falls es sich um mehrere Anfangszustinde handelt). Das
allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist gleichbedeutend mit der Aufgabe zu entscheiden, ob
im gegebenen Petri-Netz ein Zustand m von einem Anfangszustand m, aus erreichbar ist.

Das Inklusions- bzw. Gleichheitsproblem ist die Priifung folgender Relationen fiir zwei

Petri-Netze P und Q:

Re(mo) S Ro(my) fiir das Inklusionsproblem;

Re(mo) = Ro(my) fiir das Gleichheitsproblem.

6 N bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Eine solche Priifung ist allerdings nur dann sinnvoll, wenn P und Q von gleicher Dimension
sind, d.h. |S4=|S .

Im vorangegangenen Kapitel erwdhnten wir bereits, daf3 diese Probleme unent-
scheidbar sind, dhnlich wie das Beschreibungsproblem der Erreichbarkeitsmengen. Ent-
scheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem, solange wir bei den gewdhnlichen
Petri-Netzen bleiben.

Petri-Netze konnen einerseits sehr anschaulich durch PN-Graphen dargestellt
werden - besitzen aber anderseits dquivalente Strukturen von rein algebraischem Charakter,
sog. Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme, denen wir uns jetzt zuwenden
wollen.

Definition 2.3. Ein Vektor-Ersetzungssystem vV zum Anfangsvektor m, e N" ist die Menge:

V=Av;=(t;,t;))eN"XZ"| 1 <<, t'+1520).7

Die Vektorpaare aus V bestehen jeweils aus dem Testvektor t' und dem Ersetzungsvektor
(auch Translationsvektor) t5. Der Testvektor entscheidet iiber die Zuldssigkeit der dazu-
gehdrigen Ersetzung - diese liegt vor, wenn m > t' gilt. Die Ersetzungsregel lautet:

"o o
m-'m: m=m+t§.

Aus t;+t520 folgt sofort m 2 Ound das ist die erste Affinitdt zu den gewohnlichen
Petri-Netzen, deren Zustdnde selbstverstindlich als Elemente aus N® angesehen werden
konnen. (Obwohl diese geometrisch gesehen Vektoren sind, sprechen wir hédufig von Punkten
aus dem n-dimensionalen Gitter N", um Verwechslungen mit den Test- und Ersetzungs-
vektoren vorzubeugen.) Die voillige Gleichwertigkeit der Vektor-Ersetzungssysteme und
Petri-Netze ist offensichtlich, da wir ja die Vektorpaare aus v folgendermaflen setzen
konnen.

k(syit)) k(t;,s,)-k(syt))

k(sz,t)) k(t;is2)-k(s20t))
v,=(t,t5): th= ;oth= ;

Q(Sn»t,) e(tj’sn)_k(sn’tj)

7 Z bedeutet die Menge der ganzen Zahlen.
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Greifen wir noch einmal das letzte Beispiel (vgl. A66.2 ) auf. Das zu diesem
Petri-Netz dquivalente Vektor-Ersetzungssystem besteht laut obiger Vorschrift aus fol-
genden Vektorpaaren:

0 0 0 0
0 1 0 0]
v, = 1 |,] -1 ; Up= o | o H
1 0 1 -1
() 0 0 1
0 0] (0] 1
1 -1 0 0
Ug o || 2 H TR ol.l] O ;
0 0 0 1
1 0 1 -1

Die Aquivalenz P = ¥ 1ifit einige Begrif fe abwechselnd gebrauchen. So sprechen wir
von Transitionen, Markierungen, Schaltvorgingen usw. auch wenn ein Vektor-
Ersetzungssystem gemeint ist. Umgekehrt, wenn von Petri-Netzen die Rede ist, verstehen
wir unter einem Schaltpfad die Punktefolge {m,} ., aus N" mit m,-""m, und
T(V)= (V)i Vi) €Y', 1Sv<k fiir eine Ersetzungsfolge o=(v;n) "V;u)€eV",
obwohl eigentlich die Transitionenfolge t=(t;.y" *t;y) € T" gemeint ist. Im iibrigen kénnen
die mit den Erreichbarkeitsmengen zusammenhdingenden Probleme analog formuliert
werden, womit wir den Leser nicht langweilen wollen.

Unsere Aufmerksamkeit verdient dafiir ein anderer Umstand. Da der Testvektor am
Ersetzungsvorgang nicht beteiligt ist, stellt sich die Frage, ob und wann die Ersetzungsregel
so modifiziert werden kann, dafl wir nur mit einem Vektor aus dem urspriinglichen Vek-
torpaar auskommen konnen. Fiir den Vektor v, aus unserem Beispiel konnten wir nur die
Ersetzung t$ nehmen und sie als zuldssig bezeichnen, falls diese in N" verbliebe, d.h.
m+t520. Anderseits ist es unschwer zu erkennen, dafl der Vektor v, eine solche Verein-
fachung nicht zuldfit. Der ,Selbsttest” funktioniert hier nicht. Die Ursache dafiir ist im
Zusammenhang mit folgender Relation zu sehen.:

VAS) t' ,>0t! ,+1%5,=0 1<k<n.
B i i
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Der Vektor v, erfiillt diese Relation - v, dagegen nicht. Ein Vektor v=(t',t%) geniigt (VAS)
offensichtlich genau dann, wenn die dquivalente Transition t von keiner Stelle kontrolliert
wird. Es besteht demnach die folgende Aquivalenz:

[Vje{l,...l1}, ke{l,...,n}: (VAS)] = (PN*).

Erfiillt ein Petri-Netz die Forderung (PN*), dann konnen sdmtliche Vektorpaare
aus seinem Vektor-Ersetzungssystem nach obiger Vorschrift reduziert werden. Es entsteht
ein vollig anderes algebraisches Gebilde, das aber zu dem urspriinglichen Vektor-
Ersetzungssystem (und damit zu einem Petri-Netz) dquivalent ist. Wir nennen es ein
Vektor-Additionssystem. Vollstindigkeitshalber formalisieren wir diesen Begriff in der
nachfolgenden Definition.

Definition 2.4. Ein Vektor-Additionssystem U zum Anfangsvektor m, e N" ist die Menge.
U={v;eZ"|1£j<1}).

Jeder Vektor aus U ist gleichzeitig ein Test- und Ersetzungsvektor. Eine Ersetzung (oder
einfach Addition) v ;ist zuldssig, wenn m+v,;2 0 ist, die Ersetzungsregel selbst lautet:

v, o -
m-o/m: m=m+uv,.

Da unser Petri-Netz aus dem ersten Beispiel (vgl. Abb.1) offensichtlich (PN*)
geniigt, besteht die folgende, doppelte Aquivalenz:

2\ /-2 -2
P=¥= 3 || -3 =g={| -3
0 1 1

Das Vorhandensein einer Mindestzahl von Marken auf bestimmten Stellen als
Voraussetzung fiir eventuelles Feuern von Transitionen ist eine Eigenschaft der gewohnlichen
Petri-Netze, die im allgemeinen nicht invertierbar ist, d.h. es ist nur partiell méglich, die
Abhdngigkeit des Schaltvorgangs vom Vorhandensein einer Héochstzahl von Marken, ins-
besondere vom Leersein bestimmter Stellen zu simulieren. Eine solche Abhdngigkeit ist aber
in manchen Fdllen unentbehrlich - vor allem im Hinblick auf die WPNC-Berechenbarkeit®
(weak Petri net computer) von Funktionen, die das , Testen auf 0” notwendig machen. Die

8 Die durch Rabin formulierte Theorie der WPNC-Berechenbarkeit werden wir noch genauer diskutieren (§6 -
untersucht wird vor allem die Bedeutung der inhibitor-Kanten in diesem Zusammenhang). Den interessierten
Leser verweisen wir dariiberhinaus auf [18] und [27].
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Fdlle, bei denen sich solche Tests auf der Basis unseres Grundmodells bewerkstelligen
lassen, werden wir im ndchsten Kapitel diskutieren. Ansonsten ist eine qualitative Verall-
gemeinerung der gewohnlichen Petri-Netze erforderlich, die wir jetzt vorstellen wollen.

Definition 2.5. Ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten ist ein Tupel P'=(S,T,k) mit den
Komponenten und Eigenschaften (PN1), (PN2), (PN3), (PN5) (vgl. Definition 2.1) und
mit einer erweiterten Kantenabbildung:

(IN4) k: (SXTY)U(TXS)->NU{L} mit £ '({L})<(SXT).

Die so erweiterte Kantenabbildung definiert unter Umstinden - neben den tiblichen Kanten
- auch noch zusdtzliche, sog. inhibitor-Kanten (gerichtet nur von Stellen hin zu den
Transitionen). Im gewohnlichen Petri-Netz ist die Menge k™' ({1)) stets leer. Es ist niitzlich,
die Vielfachheiten dieser Kanten mit 0 zu identifizieren. Wir definieren daher die additiven
Verkniipfungen von v mit allen anderen Elementen aus NU{.} folgendermafen:

a+it=a-v=a fir alle aeNU{L}.

Wegen ihrer Kantenviel fachheiten bleiben die inhibitor-Kanten ohne Einflufl auf den
Zustandstiber fiithrungsvorgang selbst. Die Schaltregel fiir Petri-Netze mit inhibitor-Kanten
ist mit der fiir gewéhnliche Petri-Netze scheinbar identisch: Feuert eine aktivierte Transition
tim Zustand mund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang i ( formal: m~'m ), dann
gilt:

m(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle se S,

wobei diese Gleichung in den Kategorien unserer ,,Pseudoarithmetik” auszuwerten ist. Etwas
anderes verbirgt sich jedoch hinter dem Begriff ,.aktivierte Transition”. Diese Bezeichnung
trifft auf eine Transition t e T zu, wenn gilt:

VseS:[m(s)-k(s,t)20]A[(k(s,t)=1)=(m(s)=0)]

inhibtior-Kante

s t
Graphisch gesehen sind Uberlappungen beider Kantenarten Oi_l—_’\/;'

moglich (vgl. Abb.3 oben), was aber unsere Definition aus-
schliefit. Moglich dagegen ist eine andere Konstellation (vgl.
Abb.3 unten). Hier gilt k(t,s)>0 Ak(s,t) = fiir die Stelle s s t
und Transitiont € T . Wir sprechen von einer selbstblockierenden Odt)'
(auch riickgekoppelten) inhibitor-Transition. (Stellen und
Transitionen, die mit einer inhibitor-Kante assoziiert sind
nennen wir entsprechend inhibitor-Stellen, bzw. [nhibitor- Abb.3
Transitionen.)
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Einer Prdzisierung bedarf noch der Begriff ,kontrollierende Stellen”. Unter einer
kontrollierenden Stelle im Petri-Netz mit inhibitor-Kanten verstehen wir ein se S mit
k(t,s)>0A[k(s,t)>0vk(s,t)=1] fiir eine Transitiont e T, d.h. eine Ein- und gleichzeitig
Ausgangsstelle fiir t hinsichtlich der erweiterten Kantenabbildung. Enthdlt ein Petri-Netz
mit inhibitor-Kanten solche Stellen nicht, dann gilt (PN*) hinsichtlich dieser Kantenab-
bildung:

(PN*) VseS,teT: k(s,t)=0vE(t,s)=0.

Selbstverstdndlich konnen auch die Vektor-Additionssysteme und Vekior-
Ersetzungssysteme in diesem Sinne verallgemeinert werden. Da wir jedoch unsere Be-
trachtungen hauptsdchlich auf die sehr anschaulichen Petri-Netze beziehen, wollen wir
dieses Konzept nur in verkiirzter Form vorstellen in der Hoffnung, daf unsere Definition
hinreichend selbsterkldrend ist (vgl. auch die Ausfiithrungen zum Beispiel, Abb.4 ).

Definition 2.6. Ein Vektor-Ersetzungssystem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor

moeN" ist die Menge.
V={v; =5, tDe(NUQYI)"XZ"| 1 <j< 1, t'+1520).

Die Definition 2.5 1dft Uberlappungen beider Kantenarten (vgl. Abb.3 oben) nicht zu.
Deshalb muf3 unbedingt gefordert werden.:

(IV) Yve¥,je{l,..,n}: (t'=1)= (t°=0).

Definition 2.7. Ein Vektor-Additionssystem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor

myeN" ist die Menge:
U={v;e(ZV{L})"|1<j< ).

Die Aquivalenz vom Petri-Netz mit inhibitor-Kanten zu einem Vektor-Additionssystem mit
inhibitor-Vektoren liegt nur dann vor, wenn die Eigenschaft (PN*) hinsichtlich der er-
weiterten Kantenabbildung erfiillt ist. Gleiches gilt fiir Vektor-Ersetzungssysteme mit
inhibitor-Vektoren, wenn sie der entsprechend modifizierten F orderung (VAS) geniigen.

In der vorliegenden Arbeit blicken wir nur sporadisch auf Petri-Netze mit mehreren
inhibitor-Kanten. Da bereits zwei inhibitor-Kanten die Simulation von Turing-Maschinen
ermoglichen (Zdhlerautomaten, vgl. §6), konnen weitere solche Kanten die Leistungs-
fdhigkeit der Petri-Netze ohnehin nicht mehr entscheidend steigern. Auferdem ist das
Erreichbarkeitsproblem in diesem Fall als unentscheidbar bekannt. Unsere Aufmerksamkeit
gilt daher primdr den Petri-Netzen mit genau einer inhibitor-Kante, die das bislang of fene
Erreichbarkeitsproblem aufwerfen.
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Zustand mgz: m,
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Zum Schluf3 dieses Kapitels geben wir ein Beispiel fiir ein Petri-Netz mit einer
inhibitor-Kante (vgl. Abb.4 ), wobei die Parallelititen zum vorangegangenen Beispiel un-
iibersehbar sein diirften. Wir sagen, daf3 beide Petri-Netze einander simulieren (im spdter
zu prdzisierenden Sinne). Zwar stimmen deren Dimensionen nicht iiberein. Betrachten wir
aber erneut die (zuldssige) Schaltfolge t,t,t3t,(t,)%t,ts, so stellen wir fest, daf die durch
diese Schaltfolge erzeugten Schaltpfade® identisch sind, beziiglich s,, s,, s5. Wir sprechen
von der Projektion der ,getroffenen” Punkte aus N* auf diese drei Stellen.

Die erweiterte Kantenabbildung ist dem Graphen zu entnehmen, was wir dem Leser
uiberlassen mdochten. Stattdessen wollen wir das zu unserem Petri-Netz dquivalente
Vektor-Ersetzungssystem (mit genau einem inhibitor-Vektor) vollstindig angeben:

0 0 0 0

0 1 0 o ||
AL U M RS T Rt B OO K IO B

1 0 1 -1

0 0 0\ /1

1 -1 ol(o]]
Uz = ol 2 v Uy = oll o H

L (0] (0] 1

Offensichtlich konnen die Vektoren v,,vs,v, auch in den Kategorien der Vektor-
Additionssysteme mit inhibitor-Vektoren definiert werden:

0 0 1

0 -1 (0}
Up= 0 y U= 2 s Uy = 0 H

-1 L 1

Die bereits vorgestellten Konzepte, wie z.B. Erreichbarkeitsmengen und die darauf
zuriickgehenden Schliisselprobleme, sind identisch zu formulieren. Zu beachten ist nur, daf

9 Zur Erinnerung: unter einem Schaltpfad verstehen wir die Folge der Punkte aus dem n-dimensionalen Gitter N*,
die beim Feuern einer Schaltfolge (bestimmt durch eine Transitionenfolge) nacheinander "getroffen" werden.
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etwas anderes unter aktivierten Transitionen, bzw. zuldssigen Transitionenfolgen zu ver-
stehen ist. Im vorangegangenen Kapitel haben wir bereits angedeutet, daf inhibitor-Kanten
diese Probleme erheblich erschweren kénnen. Die Tatsache, daf3 zwei und mehr solche
Kanten das Erreichbarkeitsproblem unentscheidbar machen [7], ist ein Indiz dafiir, daf
die inhibitor-Kanten eine echte, qualitative Verallgemeinerung der gewdhnlichen Petri-Netze
darstellen. Spdtestens bei der Diskussion der Leistungsfdhigkeit verschiedener Petri-
Netz-Varianten (§6) werden wir uns davon iiberzeugen konnen.
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