
52. GRUNDLEGENDE KONZEPTE.

Die Diskussion der grundlegenden Konzepte lehnen wir zunöchst an gewöhnliche
Petri-Netze an-

Definition 2.1. Ein pewöhnliches Petri-Netz ist ein Tupel P:(S,T,k) mit folgenden
Komponenten und Eigenschaften:

(PNl ) S - {s,,.., so} ist eine endliche Menge von Stellen;
( PN2) T : {t r , .., lr} ist eine endliche Menge von Transitionen;
(PN3) s^r -a;
(PN4) (: (Sxr)u(f xS)-rNr ist eine Kantenabbildung.

Das Abbild eines solchen Tupels ist ein gerichteter Graph, mit Stellen und Transitionen als
Knoten, sowie beschrifteten Kanten von Stellen zu Transitionen und vice versa. Die Kan-
tenbeschriftung symbolisiert die sog. Kantenvielfachheit, die die Abbildung aus (PN4)
beinhaltet. Kanten mit t(, .) = O sind als nicht existent anzusehen.

Eine Transition t kann Ein- und Ausgangsstellen haben (es gilt entsprechend

t(s,t)>o, bzw. t(t,s)>o). Stellen, die gleichzeitig Ein- und Ausgangsstellen für eine
Transition sind, nennen wir kontrollierende Stellen. Es kann zusötzlich gefordert werden,
dafi das Petri-Netz solche Stellen nicht enthält. Es gilt dann:

(PN* ) Vse S,te T: ((s,t)- Ov ((t,s)- O.

Ein Petri-Netz ist demnach ein rein statisches Gebilde. Dynamische Eigenschaften
werden ihm erst durch die sog. Markierung verliehen (wir sprechen vom markierten
Petri-Netz):

(PNs) m: S-+N.

Diese Markierung fixiert einen Zustand vom gegebenen Peti-Netz und kann nach be-
stimmten Regeln, sog. Schaltregeln, veröndert werden. Der Zustandsüberführungsvorgang
bleibt nur den sog. aktivierten Transitionen vorbehalten.z Eine Transition t eT ist aktiviert
(auch schaltbar), wenn gilt:

1 N bcdeuüet die Menge der nichtnegativen gan:en Zahlen.

2 Folglich kann keine Zustandaveränderung eintreten, wenn L.eine Transition ahtiviert ist. Das Petri-Netz belin-
det rich in einem'toten' Zustand (deadlocl, [6]). Siehe auch $1.
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VseS: m(s)-t(s,t)>O.

Schaltregel für gewöhnliche Petri-Netze: Feuert eine aktivierte Transition t im Zustand rn
und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang ffi(formal: m+tfit), dann gilt:

n(s)= m(s)+t(t,s)-t(s, t) für alle s e S.

Den Schaltvorgang demonstrieren wir anhand eines einfachen Beispiels. Die Abb.1

zeigt ein Petri-Netz, bestehend aus drei Stellen s1,s2, s"(dargestellt durch Ringe)s und

einer Transition t (dargestellt durch einen Balken), mit folgender Kantenabbildung:

((k'k z):(i
falls kr

Ialls kr

faIIs kr
sonst.

-52  kz:t,
:sl Akz:t,
: I n kz: s3,

Anfdngszusta.nd m Zustand. fit : m 1' rft

466. 1

3 Keine dieser Stellen ist kontrollierend - (PN*) ist damit erfüllt.
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Den Zustand (Markierung) des Peti-Netzes pflegen wir durch direktes Einzeichnen der

Markena in die Stellen zu kennzeichnen, wobei die Anzahl der Marken, die eine Stelle s
enthält, mit m7s1 zu identifizieren ist. Der Anfangszustand (Ab6.1links) ist demnach

m:(3,3,1), der Endzustand (A66-l rechts) ft-(l,o,2). Bildhaft gesprochen, wandern

die Marken von den Eingangsstellen hinüber auf die Ausgangsstellen unter Berücksichtigung
der Kantenvielfachheiten. Ein nochmaliges Feuern von t ist mangels Marken auf den

Eingangsstellen nicht mehr möglich ( tist nicht mehr aktiviert).

Im allgemeinen werden aber olfensichtlich auch weitere Schaltvorgänge möglich
sein - insbesondere durch andere Transitionen. Derartige Schaltfolgen sind vor allem im
Hinblick auf das bereits angesprochene Erreichbarkeitsproblem von besonderem Interesse

für uns. Sei T' die Menge aller Wörter über dem (endlichen) Alphabet T , zusammen mit
dem leeren Wort X ( T' ist damit ein Monoid hinsichtlich der Konkatenation). Unter einer

Transitionenfolge verstehen wir jedes Element a eT'.

Seit=(ty1r),..,trr*r)eT'mitf(t)e{1,..,t},1<i<k.Zuntichstmüssenwirsicher-
stellen, da$ bei der amsetzung einer solchen Transitionenfolge nur die augenblicklich
aktivierten Transitionen f euern würden. Wir sprechen von einer zulässigen Transitionenf olee
(auch Schaltfolge) zu gegebenem Zustand rn, wenn gilt:

Da jede Schaltfolge eine Art zusammengesetzter Transition ist, können wir die erweiterte
Schaltregel für gewöhnliche Petri-Netze folgendermafon angeben: Feuert eine Schaltfolge
T=(trrrr,..,t11t1)eT'im Zustand rnund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang rft
(formal: ms'fit), dann gilt:

rft(s): m(s)+
fI

v-l
tt(t icnt, s) - k(s, f l(v))l für alle s €.S.

Abrunden wollen wir unsere bisherigen Überlegungen durch ein Beispiel, auf das

wir noch öf ters in dieser Arbeit verweisen werden.6 Ab6.2 schildert die Zustandsveränderung

eines Petri-Netzes beim Feuern der (zultlssigen) Schaltfolge tJzt :.tl(tt)2trt" mit einigen

Zwischenzuständen (die Beschriftung von Kanten mit k(,.)- I wurde weggelassen). Im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel enthölt dieses Peti-Netz zxtei kontrcllierende Stellen:
sr(kontrollierend für tr) und sr(kontollierend für t"). Es gilt nämlich:

4 cngl. tolen.
6 An dierer Stelle wollen wir vorvegnehmen, daß die Strulrtur der Erreichbarkeitrmenge der Petri-Netrer aur

unl.lsm Beirpiel verhtltnirmäßig kompliliert irt, und lwar nicht gemilinear. Trottdem werden wir epäter sehen

(gl, Lemma f.f1, aaß diese Erreichbarkeitemengen durch rcLursive Relationen beschrieben werden können.

[*(s)- (:l,tt(ric,r, s)- t(s, rr(v)rr) - k(s, t,(,))] = 
o.
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Anf angs zustand ms Z ustand, rn l i mo + t'tz 
m I

Zustand. mz I m, t'tt* mz Z ustand" m3 i mr a(t ')2t'" rn,

46b.2
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((sr,lr) - ((t' s+) - I

((s' tr) - ((ts,ss) - I

und lolglich ist (PN*) nicht erfüllt. (Die vollstöndige Kantenabbildung kann dem Graphen

direkt entnommen werden, was wir dem Leser äberlassen wollen).

Diese beiden Stellen weisen darüberhinaus noch eine andere interessante Eigenschaft
auf: es gilt stets m(s4)- t -m(sr). Zwei Stellen s und S nennen wir zueinander kom-
plgfrf,ilöL, wenn es eine Konstante a= o(mo) eN.6 gibt, mit:

m(5)=o*m(s) für alle rne82(rn6).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage das Erreichbarkeitsproblem und
dessen Aspekte zu definieren.

Definition 2.2. Die Erreichbarkeitsmenge eines Petri-Netzes P-(S,7,() mit dem An-
fangszustand moist die Menge:

r(mo): {m l/ro {" m für eine zuldssige Schaltfolge r € f '}.

Die Erreichbarkeitsmenge kann sich auch auf eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge
M o Yon Anf angs zustdnden be ziehen:

3r(Mo)-{ml3moe Ms mr+'m für eine zulässige Schaltfolge reT').

Gilt m e82(rn6) , so sagen wir, dafi die Markierung ffLvon moaus erreichbar ist (formal:
no)'m oder auch Mo)'m, falls es sich um mehrere Anfangszustönde handelt). Das
allgemeine Erreichharkeitsproblem ist gleichbedeutend mit der Auf gabe zu entscheiden, ob

im gegebenen Petri-Netz ein Zustand ffrvon einem Anfangszustand moaus erreichbar ist.
Das Inklusions- bzw. Gleichheitsnroblem ist die Prüfung folgender Relationen für zwei
Petri-Netze ? und Q:

Rr(mo) E ßa(mo) für das Inklusionsproblem;

ßr(rrs) = fra(mo) für das Gleichheitsproblem.

6 N+ bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Eine solche Prüfung ist allerdings nur dann sinnvoll, wenn p und q von gleicher Dimension
sind, d.h. lS"l= lScl.

Im vorangegangenen Kapitel erwähnten wir bereits, daß diese Probleme unent-
scheidbar sind, ähnlich wie das Beschreibungsproblem der Erreichbarkeitsmengen. Ent-
scheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem, solange wir bei den gewöhnlichen
Petri-Netzen bleiben.

Petri-Netze können einerseits sehr anschaulich durch PN-Graphen dargestellt
werden - besitzen aber anderseits äquivalente Strukturen von rein algebraischem Charakter,
sog.Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme, denen wir uns jetzt zuwenden
wollen.

Definition 2.3. Ein Vektor-Ersetzungssystem I zum Anfangsvektor moe No ist die Menge:

| = {u t= (fi,t})e Nox Z" I I < j < t, tr+ tj>O}.7

Die Vektorpaare aus g bestehen jeweils aus dem Testvektor t', und dem Ersetzunssvektor
(auch Translationsvektor) tj. Der Testvektor entscheidet über die Zulössigkeit der dazu-
gehörigen Ersetzung - diese liegt vor, wenn m2tt, gilt. Die Ersetzungsregel lautet:

^.rj rt, z fit: m+ t"! .

Aus t',+ tj>o folgt sofort ft > o und das ist die erste Affinitöt zu den gewöhnlichen
Petri-Netzen, deren Zustände selbstverständlich als Elemente azs No angesehen werden
können. (Obwohl diese geometrisch gesehen Vektoren sind, sprechen wir häufig von Punkten
aus dem n-dimensionalen Gitter No, um Verwechslungen mit den Test- und Ersetzungs-
vektoren vorzubeugen.) Die vöIlige Gleichwertigkeit der Vektor-Ersetzungssysteme und
Petri'Netze ist offensichtlich, da wir ja die Vektorpaare aus ( folgendermafon setzen
können:

ut:(t'i,tl)z t":
(:::i.:,,) ; t"i:

(: 
',,: :,]:] 

=': 

.ll:': l)

7 Z bedeutet die Menge der ganzen Zahlen.
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Greifen wir noch einmal das letzte Beispiel (vgl, Abb.2 ) auf. Das zu diesem

Petri-Netz öquivalente Vektor-Ersetzungssystem besteht laut obiger Vorschrift aus fol-
genden Yektorpaaren:

Die Äquivalenz P - | täßt einige Begrif fe abwechselnd gebrauchen. So sprechen wir
von Transitionen, Markierungen, Schaltvorgöngen usw. auch wenn ein Yektor-
Ersetzungssystem gemeint ist. Umgekehrt, wenn von Petri-Netzen die Rede ist, verstehen
wir unter einem Schaltnfad die Pmktefolge {m,)r=y<r aus No mit mo+t(v)m" und

t(v)- (u1sp1121..u11v1) e9' , I SvSk für eine Ersetzungslolge a =(urrrl..u161)e9',
obwohl eigentlich die Transitionenfolge t = (t;1ry. .ty1ry) eT' gemeint ist. Im übrigen können

die mit den Erreichbarkeitsmengen zusammenhängenden Probleme analog formuliert
werden, womit wir den Leser nicht langweilen wollen.

Unsere Aufmerksamkeit verdient dafür ein anderer Umstand. Da der Testvektor am
Ersetzungsvorgang nicht beteiligt ist, stellt sich die Frage, ob und wann die Ersetzungsregel
so modifiziert werden kann, da$ wir nur mit einem Vektor aus dem ursprünglichen Vek-
torpaar auskommen können. Für den Vektor u 2 aus unserem Beispiel könnten wir nur die
Ersetzung t] nehmen und sie als zulässig bezeichnen, lalls diese in N" verbliebe, d.h.
m+t]>O. Anderseits is, es unschwer zu erkennen, daS der Yektor ureine solche Verein-

fachung nicht zulä$t, Der ,,Selbsttest" funktioniert hier nicht. Die Ursache dafür ist im
Zusammenhang mit folgender Relation zu sehen:

[(:) (i)] |fi) (i)l

l(il(;)] lfi) (f]

(VAS) t\,*> o 1 t'i.ß + t"i,*: o I s k ( 71.
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Der Vektor u" erfüllt diese Relation - urdagegen nicht. EinVektor u= (tt,t')genügt (VAS)
of fensichtlich genau dann, wenn die öquivalente Transition t von keiner Stelle kontrolliert
wird. Es besteht demnach die folgende Äquivalenz:

lv.le{1,.., t}, ke{I,..,n} : (vAS)l- (PN*).

Erfüllt ein Petri-Netz die Forderung (PN'), dann können sömtliche Yektorpaare
aus seinem Vektor-Ersetzungssystem nach obiger Vorschrift reduziert werden. Es entsteht
ein völlig anderes algebraisches Gebilde, das aber zu dern ursprünglichen Vektor-
Ersetzungssystem (und damit zu einem Petri-Netz) öquivalent ist. Wir nennen es ein
Vektor-Additionssystem. Vollständigkeitshalber formalisieren wir diesen Begriff in der
nachf olgenden De f inition.

Definition 2.4. Ein Vektor- ' 'itionssystem Il zum Anfangsvektor moe No isl die Menge:

A:{uieZ"l t S j<l}.

Jeder Vektor aus u ist gleichzeitig
einfach Addition) u , ist zulössig,
m->',m.'. fil:m*u j.

ein Test- und Ersetzungsvektor. Eine Ersetzung (oder
wenn m+ut2 O is/, die Frsetzungsregel selbst lautet:

Da unser Petri-Netz aus dem ersten Beispiel (vsl. eot.1) offensichtlich (PN*)
genügt, besteht die folgende, doppelte Äquivalenz:

Das Vorhandensein einer Mindestzahl von Marken auf bestimmten Stellen als
Voraussetzung für eventuelles Feuern vonTransitionen ist eine Eigenschaft der gewöhnlichen
Petri-Netze, die im allgemeinen nicht invertierbar ist, d.h. es ist nur partiell möglich, die
Abhöngigkeit des Schaltvorgangs vom Yorhandensein einer Höchstzahl von Marken, ins-
besondere vom Leersein bestimmter Stellen zu simulieren. Eine solche Abhltngigkeit ist aber
in manchen Fdllen unentbehrlich - vor allem im Hinblick auf die WPNC-Berechenbarkeits
(weak Petri net computer) von Funktionen, die das ,,Testen auf 0" notwendig machen. Die

f-v-([(3XT)] -{r ((T))

t Die durch Rabin formulierüe Theorie der lffPNC-Berechenbarkeit
unterEucht wird vor allem die Bedeutung der inhibitor-Kanten in
Leser yerweisen wir darilberhinaug auf [18J und IZll.

werden wir noch genauer digkutieren ($6 -
diesem Zusammenhang). Den interegeieiten
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Fätle, bei denen sich solche Tests auf der Basis unseres Grundmodells bewerkstelligen

Iassen, werden wir im nächsten Kapitel diskutieren. Ansonsten ist eine qualitative Verall-
gemeinerung der gewöhnlichen Petri-Netze erforderlich, die wir jetzt vorstellen wollen.

Definition 2.5. Ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten ist ein Tupel f 'i= (S ,T , t) mit den

Komponenten und Eigenschaften (PNI), (PN2), (PN3), (PNs) (vgl. Definition 2.1) und

mit einer erweiterten Kantenabbildung:

(IN4) (: (SxT)u(T xs)+Nu{u} mit (-t11r.y)E(sxr).

Die so erweiterte Kantenabbildung definiert unter Umständen - neben den üblichen Kanten

- auch noch zusdtzliche, sog. inhibitor-Kanten (gerichtet nur von Stellen hin zu den

Transitionen).Im gewöhnlichen Petri-Netz ist die Menge (-'({r}) stets leer. Es ist nützlich,
die Vielfachheiten dieser Kanten mit 0 zu identifizieren.Wir definieren daher die additiven
Verknüpfungen von umit allen anderen Elementen azs Nu{r} folgendermapn:

cr+r- d.-L:a für alle ae Nu{L}.

Wegen ihrer Kantenvielfachheiten bleiben die inhibitor-Kanten ohne Einflufi auf den

Zustandsüberführungsvorgang selbst. Die Schaltregel für Petri-Netze mit inhibitor-Kanten
ist mit der für gewöhnliche Petri-Netze scheinbar identisch: Feuert eine aktivierte Transition
tim Zustand rnund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang ft(formal: m'+'rf:-), dann
gilt:

ft(s) : m(s) + ((t, s) - t(s, t) für alle s € -S,

wobei diese Gleichung in den Kategorien unserer ,,Pseudoarithmetik" auszuwerten ist. Etwas

anderes verbirgt sich jedoch hinter dem Begrif f ,,aktivierte Transition". Diese Bezeichnung

trif ft auf eine Transition teT zu, wenn gilt:

Vs e S: Im(s)- ((s, t) > O] n t(t(s,t): r) + (m(s): O)l

Graphisch gesehen sind Überlappungen beider Kantenarten
möglich (vgl. Abb.3 oben), wAs aber unsere Definition aus-

schlie$t. Möglich dagegen ist eine andere Konstellation (vgl.
Abb.3 unten). Hier gilt kQ, s) > o 

^ t(s, t)'* r, für die Stelle s
und Transition t e T . Wir sprechen von einer selbstblockierenden
( auch rückgekoppelten) inhibitor-Transition. ( Stellen und

Transitionen, die mit einer inhibitor-Kante assoziiert sind
nennen wir entsprechend inhibitor-Stellen, bzw. i&hihilw-
Transitionen.)

lnhtbtlor-l(&ntc

Abb.3
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Einer Prözisierung bedarf noch der Begrilf ,,kontrollierende Stellen". (Jnter einer
kontrollierenden Stelle im Petri-Netz mit inhibitor-Kanten verstehen wir ein s e s mit
t(t, s) > O n [((s, t) > o v t(s, t) - rf für eine Transitiont eT , d.h. eine Ein- und gleichzeitig
Ausgangsstelle lür t hinsichtlich der erweiterten Kantenabbildung. Enthölt ein Petri-Netz
mit inhibitor-Kanten solche Stellen nicht, dann Silt (PN*) hinsichttich dieser Kantenab-
bildung:

(PN*) VseS,t eT : t(s,t)-Ov t(t,s)- O.

Selbstverstöndlich können auch die Yektor-Additionssysteme und Vekior-
Ersetzungssysteme in diesem Sinne verallgemeinert werden. Da wir jedoch unsere Be-
trachtungen hauptsächlich auf die sehr anschaulichen Petri-Netze beziehen, wollen wir
dieses Konzept nur in verkürzter Form vorstellen in der Hoffnung, daS unsere Definition
hinreichend selbsterklörend ist (vgl. auch die Ausführungen zum Beispiel, Abb.4 ).

Definltion 2.6. Ein Vektor-Ersetzunsss]tstem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor
ms€Na ist die Menge:

(v:{ui =(t'i,t})e (Nu{u})"xz"l I s j s l, t,i*ti>o}.

Die Definition 2.5 läfit Überlappungen beider Kantenarten (v1t. effi.a oben) nicht zu.
Deshalb mu$ unbedingt gefordert werden:

(U) Yue9, j G{1,..,n}: (tt,=r,)+(t;=O).

Definltion 2.7. Ein Vektor- ' ';tionssJtstem mit inhihitor-Vektoren zum Anfangsvektor
rnseNo ist die Menge:

u = {u t€ (zu{ü})8 | I s j< t}.

Die Äquivalenz vom Petri-Netz mit inhibitor-Kanten zu einem Vektor-Additionssystem mit
inhibitor'Vektoren liegt nur dann vor, wenn die Eigenschaft (PN*) hinsichtlich der er-
weiterten Kantenabbildung erfüllt ist. Gleiches eitt lür Vektor-Ersetzungssysteme mit
inhibitor'Vektoren, wenn sie der entsprechend modifizierten Forderung (VAS) genügen.

In der vorliegenden Arbeit blicken wir nur sporadisch auf Petri-Netze mit mehreren
inhibitor-Kanten. Da bereits zwei inhibitor-Kanten die Simulation von Turing-Maschinen
erntöglichen (Zöhlerautomaten, vgl. $6), können weitere solche Kanten die Leistungs-
fähiskeit der Petri-Netze ohnehin nicht mehr entscheidend steigern. Aufordem ist das
Erreichbarkeitsproblem in diesem Fall als unentscheidbar bekannt. (Insere Aufmerksamkeit
gilt daher primtir den Petri-Netzen mit genau einer inhibitor-Kante, die das bislang of fene
E r r e i chbar ke i t s probl e m auf we r f en.
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Anf a.ngszustand mo Zustand. mr: mo-"t'mr

Zustand. mz i m, ,"'* m, Zustand" ms i mra(tPzt"'*,

4b6.4
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Zum SchluS dieses Kapitels geben wir ein Beispiel für ein Petri-Netz mit einer
inhibitor-Kante (vgl. A66.4 ), wobei die Parallelitöten zum vorangegangenen Beispiel un-
übersehbar sein dürften. Wir sagen, dafi beide Petri-Netze einander simulieren (im spöter
zu prözisierenden Sinne). Zwar stimmen deren Dimensionen nicht überein. Betrachten wir
aber erneut die (zulössige) Schaltfolge tJ2tstl(tt)"t"ts, so stellen wir fest, daS die durch
diese Schaltfolge erzeugten Schaltpf adee identisch sind, bezüglich s rl s2 p s3 . Wir sprechen
von der Projektion der ,,getroffenen" Punkte arrs N' anf diese drei Stellen.

Die erweiterte Kantenabbilduns ist dem Graphen zu entnehmen, was wir dem Leser
überlassen möchten. Stattdessen wollen wir das zu unserem Petri-Netz äquivalente
Vektor-Ersetzungssystem (mit genau einem inhibitor-Yektor) vollstöndig angeben:

Offensichtlich können die Vektoren u2tustu, atch in den Kategorien der Vektor-
Ad ditions sy steme mit inhibitor -Vektoren d e I iniert werden :

Die bereits vorgestellten Konzepte, wie z.B. Erreichbarkeitsmengen und die darauf
zurückgehenden Schlüsselprobleme, sind identisch zu formulieren. Zu beachten ist nur, daß

9 Zur Erinnerung: unter einem Schaltpfad ventehen rir die Folge der Punkte aus dem n-dimendonalen Gitter N",
die beim Feuern einer Schaltfolge (beetimmt durch eine Tranritionenfolge) nacheina,nder'getroffen' werden.

[(i) (+)l lfi) 0]

[fi) (;)] [ft) (i)]

,:(f u3 (i) u.(i)
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etwas anderes unter aktivierten Transitionen, bzw. zulässigen Transitionenfolgen zu ver-
stehen ist. Im vorangegangenen Kapitel haben wir bereits angedeutet, daß inhibitor-Kanten
diese Probleme erheblich erschweren können. Die Tatsache, daS zwei und mehr solche

Kanten das Erreichbarkeitsproblem unentscheidbar machen [7J, ist ein Indiz dafür, daß
die inhibitor-Kanten eine echte, qualitative Verallgemeinerung der gewöhnlichen Petri-Netze
darstellen. Spätestens bei der Diskussion der Leistungsföhigkeit verschiedener Petri-
Netz-Varianten (56) werden wir uns davon überzeugen können.
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