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Eine weitere Variante der (nicht notwendigerweise gewöhnlichen) Petri-Netze wird
unsere Betrachtungen in diesem Paragraphen wesentlich erleichtern. Es handelt sich um

P etri - N et ze mit kontrol lierenden Zustllnden.r

Definition 3.1. Ein Petri-Netz mit ( endlich vielen,t konffollierenden Zustönden ist ein Tupel
9''Q - (s, r, Q,k)mit folgenden Komponenten und Eigenschaften:

(QNI) S:{sr,..,so} ist eine endliche Menge von Stellen;

(QN2) T - {t r, .., t1} ist eine endliche Menge von Transitionen;
(QN3) Q- tqt ,..,ea) ist eine endliche Menge von konffollierenden Zuständen;
(QN4) s^r-snQ: rnq-6'
(QNs) t: (SxI)u(TxS)-tNu{r} ist die erweiterte Kantenabbildung;
(QN6) qo: T ) Q, e'z T + Q sind zwei Zustandsabbildungen, die allen Tran-

sitionen entsprechend einen Anfangs- und Endzustand zuordnen.

Gilt k-t({+):A, dann sprechen wir von einem gewöhnlichen Petri-Netz mit kontrollie-
renden Zuständen. Ferner kann (PNt ) gelten. Die Markierung beinhaltet neben der üblichen

Stellenmarkierung stets den augenblicklich vorliegenden kontrollierenden Zustand. Wir
sprechen von einer Multimarkieruno :

(QN7 ) fi - 1m1s1, m(s)): su{q} -r NuQ mit m(q)e Q, m(s) eN für alle s e s .

Eine Transition t e T ist nur dann aktiviert, wenn ihr Anf angszustand q" (t1mit dem

kont r ol I i e r e nd e n Z us t and m ( q) übe r e in s ti mmt :

VseS : Im(s)-t(s,t)>O] r[(t(s,t)= r)a (m(s)= O)] alm(s)= s"(t)1.

Schaltresel für Petri-Netze mit kontrollierenden Zuständen: Feuert eine aktivierte Tran-
sitiontim Zustandfr. und ist der Zustand nach dem Schaltvorgangä'(formal:frt'A'),
dann gilt:

m'(s): m(s) + kG, s) - k(s,t) für alle s €.S,

m'(q)=q"(t).

1 Kontrollierende Zustände vurden in [10] im Zusammenhang mit gewöhnlichen Vektor-Additionsaystemen ein-
geftthrt. Unrere Detiniüion verallgemeinert dierel Konrcpt ein wenig.
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Zulässige Schaltfolgen, Emeichbarkeitsmengen und weitere Grundkonzepte sind
dem 52 unter Berlicksichtigung obiger Schaltegel zu entnehmen, Dabei ist zu beachten, dafi
Schaltpfade, bzlt. Erreichbarkeitsmengen lauter Pmkte aus dem Multigitter N'xQ ent-
halten.

Auch hier unterstützen wir unsere Definition durch ein Beispiel. Die A66.5 zeigt ein
gewöhnliches Petri-Netz mit zwei kontrollierenden Zustrhtden et,ez(den aagenblicklich
vorliegenden kontrollierenden Zustand markiert die doppelt eingekreiste Stelle q ) wd drei
Stellen, wobei sofort auf fällt, da$ dieses Netz - im Gegensatz zu den bislang vorgestellten

- nicht zusammenhängend ist. Die Transition t" z.B. ist völlig isoliert (eine reine Zu-
standsüberführungstransition). Sie kann jedoch wegen et) eznicht völlig unabhängig vom

übrigen Netz feuern. Die graphisch gesehen fehlenden Kanten sind wegen der Transitio-
nenbeschriftungen de facto existent.

Die bereits hinlänelich bekannte Schaltlolge tl.ztst4(tr)"trt" erzeugt wieder den
gleichen Schaltpfad, v)enn wir diesen bei den vorangegangenen Beispielen aaf die ersten

drei Stellen projizieren.2 In der Tat werden wir uns im diesem Paragraphen davon über-
zeugen können, dafi kontrollierende Zustönde - im Gegensatz zu den inhibitohKanten -
keine qualitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen. Diese Verallgemeinerung
ist allenfalls quantitativ, bezogen auf die Dimension n-lg.

Die formalen Definitionen der Vektor-Additions- und Ersetzungssysteme mit
kontrollierenden Zustönden beinhalten Transitionenbeschriftungen - sind aber ansonsten
mit den aus dem vorherigen Paragraphen identisch, weshalb wir diese Definitionen dem
Leser überlassen. Genügen möge an dieser Stelle die Angabe des Yektor-Additionssystems
für unser Petri-Netz, das (PN*) offensichtlich genügt.

ur: 
[t'r 

+ er)' uz:[tt r+ ez) ü)l(i)l

u3-[,, ziez) (;)] i uq-[(q,+q,),(i)]

Bei der Diskussion der bisherigen Beispiele sprachen wir bereits von Projektionen der
Erreichbarkeitsmengen, bznt. Schaltpfade auf Stellen, sowie von Simulationen verschiedener
Varianten der Petri-Netze. Die nachfolgenden Überlegungen sollen diese Begriffe etwas
prdzisieren.

2 vgl. die nachfolgende Definition 3.2
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Anf angs zustand" ilo Zustand trl 1: to-t""fr.,

Zustand fr,: fi, t'et+ fi, Zustand frrt(' ')'t" t fio
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Abb.5
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Deflnition 3.2. Unter einer Proiektion der Erreichbarkeitsmenoe to(ff.) (froa1"xq/
eines Petri-Netzes ?''a auf ein Gitter G = N' xqk mit m3 nund k e {o, iy iersteien wir iie
Menge:

3"(Mo) J 1,,,..,,^.c)= {i. c lr i' e rr1ffo) : (x' 1, .., x' ^,q) = (rr, .., x*, e)}
od.er R r(Mo) I 1,,,...,^)= ti e clr i' e ir(Fo) : (x' 1, .., x,-) = (xr, .., x_)).

Die Proiektion vom schaltnf ad {cr"} 1=".p e N" x e ist dann analog zu verstehen.

Naturgemö$ unprözise und daher prinzipiell mdefinierbar ist die Bezeichnung
,,Si.auLzlio4". Man könnte von gegenseitiger Simulation zweier Peti-Netze sprechen, wenn
deren Erreichbarkeitsmengen gleich wören, was allerdings nur dann vorliegen könnte, wenn
beide in ihren Dimensionen übereinstimmen würden. Diese, sagen wir starke Simulation,
wird aber nur selten von praktischer Bedeutung sein.Viet wichtiger für unsere Betrachtungen
ist die etwas ,,abgeschwdchte" Simulation, die sich ledigtich auf gewisse Projektionen von
Erreichbarkeitsmengen bzw. Schaltpfade bezieht, wie wir bereits bei unseren Beispielen
A66-2, A6b.4 beobachten konnten. Wir verwenden daher diesen Begriff stets mit der da-
zugehörigen S pe zi fikation der Proj ektionen.

Die nachfolgenden Lemmata belegen, daS kontrollierende Zustönde tedigtich eine
quantitatiYe Verallgemeinerung des Grtmdmodells dustellen, wobei sich diese Qrcntitöt auf
die Dimension n:lslbezieht. Zunächst zeigen wir, daS diese Aussage aaf kontrollierende
Stellen in Petri-Netzen mit kontrollierenden Zustdnden zutrifft - und das ohne Bezug auf
die Dimension.

Lemma 3.1. Jedes Petri-Netz ?''a kann simuliert werden durch ein gleichdimensionales
Petri-Netz t''a mit zusätzlichen kontrollierenden Zuständen, sodaß (PN* )
erfüllt ist. Es gilt:

fr"(Mo)lo.o, = r*(üo)lo-o, für alle q, eer, fr os Nox e;.3

Beweis: Wir setzen Qe=QtuQG) m't lQ('l= Vel wtd modifizieren die Transitionenmenge,
indem wir iede Transition t, eT 2 durch zwei rransitionen tj I q"(t) ) q5") ; t], qj") -) q"(r)
ersetzen, wobei für die Kantenabbildung gilt:

tr(s, t j): te(s, t i); tt(tJ,") - O,

tn(ti, "): k"Gr,s) ; tt(s, fi) - O.

3 Die hier vervendete Notation bedeutet auch eine Arü Projektion - irt jedoch, im Gegenratl rur Definition 3.2,folgendcrma8en lu vcntehcn:
Alr- {ae Ala goDügt p}.
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Aus dieser Konstruktion folst sofort (PN*). Es gilt

frr(Mo) lq-q,E frr(Mo) lo-o,,

wegenA.+"fr' ;A+'i'iA' 7ür atte je {1,..1}, äeNox Qtund offensichtlich auch

nr(ff') lo-o,2 rr{Mo) lo-o,,

weit ja alle zulässigen Schaltpfade des g"o zwischen betiebigen Punkten fr.und fr.' aus

N"xQ"auf Schaltfolgen von der Form (tjsltlt,r)...(trt"rti1"1) zurückgehen. n

Demnach ist die Unterscheidung zwischen Vektor-Additionssystemen und Vektor-
Ersetzungssystemen (mit kontrollierenden Zustönden) auch bei dimensionsbezogenen

Überlegungen nicht zwingend erforderlich. Die Eigenschaft (PN*) kann verhältnismäßig
einfaeh hergestellt werden, wenn wir zusätzliche konffollierende Zustände in Kauf nehmen.

Anders sieht es aus, wenn wir diese Zustönde auch noch simulieren wollen. Es ist zwar

immer möglich, aber nur unter Zuhilfenahme zusätzlicher Stellen.

Lemme 3.2. Jedes Petri-Netz P''a mit kontrollierenden Zuständen kann simuliert
werden durch ein Petri-Netzf-' (ohne kontrollierende Zustände) nit Hilfe
von zwei zusätzlichen Stellen st'), s5"r , wobei diese kontrollierend sind für
alle t e T, . Für Qt - {qr , .. , gd} gilt:

ßr(fr,) t tr1r..rsp): ß ?(M0) I {er,...en}

für alle Anfangsmengen froENoxQ? und MoENo.2 mit:

(m(sr), .., m(s"), gi)) e fro e 1m1sr), .., rn(so), i, d - i) e M o.

Beweis: Jede Multimarkierung fi-1m1s,;,..,m(so),ey)e Noxq, in lP identifizieren wir
mit der übtichen Markierung m-(m(s1),..,m(so), i,d- i)eNo*z in ß. Damit ist iedes

eteet gleichbedeutend mit (m(sl')),^("5'))) =(i,d- i). Wir konstruieren die Transi-

tionenmenge T, mit lT d-lT ,1, sowie die nachfolgend spezifizierte Kantenabbildung:

s : s5')

"1"),k o (r, s, : {:, :' ! ;: ri;ur' o{,:'j 
":

\ tr (t , s) sonst.
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: e t: q"(t) f alts s - st", ,

:q"(t) IatIs s-s(z)
, t) sonsl.

Of fensichtlich kann jeder Schaltvorgutg des 1P durch ft simuliert werden. Es bleibt zu
zeigen, da$ für alle (m(s\' )), -("F))) = ( j , d - j) nur die jenigen Transitionen aktiviert sein
können, für die in ? galt: g"(t)= q,. Die Stellen s['l s5.l sind komplementär1 zueinander
und folglich silt für alle Transitionen t mit q"(t) *q, und für jeden Zustand rn mit
(m(st")), m(s5"))) = (j,d- j):

m(st'))- t(si'), t)<o oder m(s5')) - ((s?t,r) < o.

Das ergibt R"(ffo) J {",...."oy2rr(Mo) J ,r,..,,r", , also insgesamt unser Lemma. lr

Erinnern wir uns an die Beispiele A66-2,A66.1(die Ab6.6 zeigt beide Petri-Netze
in ihren Anfangszustönden). Bereits früher stellten wir gewisse Affinitäten bezüglich der
Erreichbarkeitsmengen fest und vermuteten beiderseitige Simulation. Jetzt können wir diese
Vermutung bestätigen und darüberhinaus genaue Angaben über die imptizit gemeinten
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen machen (es handelt sich um Projektionen auf die
ersten drei Stellen im Sinne der Definition 3.1.)

Unübersehbar ist, da$ das Petri-Netz (Abb.6 rechts) nicht strikt nach der Vorschrift
aus dem Lemma 3.2 konstruiert ist. Hier ist eine Vereinfachung dahingehend möglich, dafi
die zwei zusätzlichen Stellen, in unserem Falle sr, s", nicht alle Transitionen kontrollieren
müssen. Eine solche Möglichkeit besteht aber nur dann, wenn tediglich zwei kontrollierende
Zustände zu simulieren sind. Wir können dann, wie in unserem Beispiel, diese beiden
zustände entsprechend durch (m(s[.)),m(sl.)))e t(o,l),(l,o)] markieren. Im allge-
meinen ist iedoch exakt nach der Vorschrift aus unserem Lemma zu verfahren.

Unser Petri-Netz aus dem Beispiel A66-5 bringt mit Hilfe nur einer zusötzlichen
Stelle (und genau einer inhibitor-Kante) die gleiche Simulation zustande (vgt. A66-7 - auf
den Beweis wollen wir hier verzichtena). Das bedeutet aber nicht, dafi bei derartigen Si-
mulationen immer nur eine zusdtzliche Stelte erforderlich ist. Die Simulation atts unserem
Beispiel ist vielmehr aufgrund der Spezifik des zu simulierenden petri-Netzes mögtich.
Im allgemeinen sind zwei zusätzliche Stellen atrch dann unbedingt erforderlich, wenn nur
zwei kontrollierende Zustönde zu simulieren sind - trotz verfügbarer inhibitor-Kante.

4 vgl. $2, Diskugsion des Beispiels 166.2.
5 Der Beweie Yom Lemma 4.4 aug $4 belegt implisit diege Simulation.
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tr! gl 2-q 2 t, ! glr-cl,

tt 
tni er-cl,

I tri g'r- gtr,

A6 b.6

t, ! cl 2-q z t, ! glr-gl,

tt 
tni er-cr,

I tri er-gl,

Ab6.7
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Das Lemma 3.2 ermöglicht eine sehr elegante Simulation der kontrollierenden
Zustönde. Erweiterungen von Transitionenmengen sind nicht erforderlich md daher sind
identische Schaltfolgen zulässig. Gleiches gilt lür entsprechend projizierte Schaltpfade.
Bei all den Vorzügen hat diese Konstuktion dennoch einen kleinen Schönheitsfehler: die
Eigenschaft ( PN* ) geht verloren, v,o sie doch in dem zu simulierenden Petri-Netz laut
Lemma 3.1 praktisch umsonst zu haben ist. Die Frage, die wir uns stellen müssen, ist, ob
kontrollierende Zustände mit Hilfe von zusötzlichen Stellen simuliert werden können, die
ihrerseits keine Transitionen kontrollieren. Es ist in der Tat möglich. Erforderlich sind
drei zusätzliche Stellen, sowie eine erhebliche Erweiterung der Transitionenmenge. Diese
Konstruktion, die im wesentlichen auf I I0J zurückgeht, studieren wir nun im nachfolgenden
Lemma (vgl. auch Anhang A).

Lemma 3.3. Jedes Petri-Netz P''a mit kontrollierenden Zuständen kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz f''(ohne kontrollierende Zustände) mit Hilfe
von drei zusätzlichen Stellen s1"),s5'),st'), sodaß (pN*) erfüllt ist. Für
Q" - {q t, .., go} gilt:

ßr(fr.ü I rr1,..,sp): ß ?(Mo) I {sr...,so}

für alle Anfangsmengen froE N oxe, , MoE No.3 mit:

(m(s,), .., m(so), q ) efr o e
el (m(sr),.., m(so), j,(d+ I )(d+ I - j),O) E Mo.

Beweis: Jede Multimarkierung fi - 1m1s,;, .., m(s*), er) e No xq, in 
" 

identifizieren wir
mit m=(m(s,),..,m(so), j,(d* l)(d+l-j),o)GNo'3 in ft. Damit ist jede Markierung
(m(st')), rn(s5')), m(sf ))) = ( j,(d+ I )(d + I - j),o) gleichbedeutend mit dem kontrollie-
renden Zustand eteQ*. Das Feuern einer Transition teTrwird durch drei Transitionen
tt,t2,t3 simuliert, wobei nur die letzte die Stellen aus srverdndert. Die ersten zwei erzeugen
geeignete Markierungen aaf den zusätzlichen SteIIen, die für die korrekte Simulation
sorgen.,Sei t. : Qt) Q teT r.Wir beschreiben die Transitionen tt*,t7,t"*in den Kategorien der
V ektor - Ad d i tion s sy s t e me :

0
o

a

a

ul =0
(d*l)(sl+l-r)

-(d*l-i)
-id

*

l)(d+
)(d* I

-i



31

93. STruLATISI VO}I VARIA}ITE}I DES GRUTIDI,IOELLS

Daß die
nachprüfen, denn

Zustandsübergänge korrekt simuliert werden, kann der Leser leicht

für eine Transition t ET 
" 

mit t : q,-> q, gilt:

o
i

I)(d+
o

o

o
1)(d+

o
t

wie im unserem Lemma behauptet. Ferner haben wir hier mit lauter nichtnegativen Mar-
kierungen zu tun, was die Zuldssigkeit dieser Schaltfolgen besttitigt. Zu überlegen bleibt
lediglich, ob ein solches Vektor-Additionssystem auch unzuldssige Zustandsübergdnge
simulieren kann. Dazu nehmen wir an, da$ der Zustand qrvorliegt (was der ersten Mar-
kierung in der obigen Abbildung entspricht) und prüfen zunächst, ob eine Transition tl, die
den Zustandsübergang et)etlür ein i*t initialisieren soll, aktiviert sein kann. Für i>i
hiefo es aber:

m(s!')):i+'l(t-j)<O

und für j<i(oder besser jSi-l ):

m("5'))=(d+ l)(d+ I -i;+'l(d+ t)(d+ I -i) -d.(d+ I -i)=(d+ l)d+

+(d + I )(l - t)- (d * t )d + dj = (d + I )(l - i)+ di s(d+ I )( I - t)- d( I - t) =

=l-i!l e j<O.

Gleiches gilt für die Transitionen t? und tsr, was die gleiche Beweistechnik sofort belegt.

Die erste der beiden kann für i <i sicherlich nicht feuern, v,egen:
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m( st")): d"+ I - i->'? d+l -t - d.- I + j <o .

Für j>i(is j-l) hiek es wiedentm:

-(r5')) :i(d.+ t)-r'ii(d+ t)- jds(j- l)(d+ l)- jd - j-d- I <o.

Aus ähnlichen Gründen wird die Transitiont]für i>tdurch die Stelle s$'r, und für j<i
durch s\') am Feuern gehindert. n

Damit ist klar, dafi die Eigenschaft (PN*) keine Qualität für sich ist.Wir können
sie in jedem Petri-Netz erreichen, wenn wir drei zusötzliche Stellen spendieren.

Korollar 3.4. Jedes Petri-Netz P' kann durch ein Petri-Netz f-'mit drei zusätzlichen
Stellen 

"t'), "5'), 
s5')simuliert werden (?,, f' - jeweils ohne kontrollier-

ende Zustände). Das simulierende Netz t' genügt (PNt) und für
d- I = l{(", t)ls e Se , t eT 

", 
s kontrollierend für r}l gilt:

fr"(Mo) - 3 j(Zo) I 1",...."o) fär alle Mo G No, zo g No'3 mit:

(m(st), .., m(s.)) e Mo € (m(sr), .., m(s"), l, d(d + I ),O) e Io.

Beweis: Die Eigenschaft (PN*) erreichen wir nach Lemma 3,1 durch Einführung von d
kontrollierenden Zuständen, die wir dann nach Lemma 3.3 simulieren können. lt

Korollar 3.5. Jedes Petri-Netz P"a kann simuliert werden durch ein Petri-Netz t'mit
Hilfe von drei zusätzlichen stellen s['), sl"), s$'), sodaß (pN*) erfüllt ist.
Sei

d: l{(s,t) ls € Se, t eTr, s kontrollierend für t} l* le"l .

Es gilt

frr(frü ü rr1r...s2)- fr ?(Mo) J {3r,..,sr}

für alle Anfangsmengen froENoxer, MoENo.3 mit:

(m(sr), .., m(s"), q )) efr o e
(ä(s,),..,ä(""), j,(d*l)(d+ I -j),0) E Mo.

Beweis: Die Lemmata 3.1 und 3.3 transitiv genommen. u
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Aus'unseren bisheri[en Überlegungen folgt, daß kontrollierende Zustände sowie

kontrollierende Stellen nichts an dimensionstmabhlingigen Aussagen über Petri-Netze
( Vektor - Additions systeme ) öndern. Insbe sond ere gilt :

Korollar 3.6. Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist für gewöhnliche Petri Netze

mit kontrollierenden Zuständen unabhängig von ( PNr ) entscheidbar. U

Zum Echlufi dieses Kapitels wenden wir uns den inhibitor-Kanten im Sinne einer

eventuellen Simulation zu. DaS dies nicht immer möglich sein wird, liegt klar attf der Hand

- das Erreichbarkeitsproblem wöre sonst entscheidbar. Es lohnt sich dennoch, darüber

nachzudenken, ob und wann die inhibitor-Kanten wegsimuliert werden können. Oder anders
gefragt: wann können wir im gewöhnlichen Petri-Netz das Feuern von Transitionen vom

Leersein bestimmter Stellen abhöneig machen? Laut Echaltregel für gewöhnliche Petri-
Netze ist es auf den ersten Blick nicht möglich, Stellen wir uns aber eine inhibitor-Stelle
s vor, von der wir wissen, das sie für ein Mo(oder auchfro) nicht gröfur werden kann

als eine Konstante c e N . Wir könnten dann eine zusätzliche Stelle s(" nehmen, diese durch
geeignete Anbindung komplementär zu der inhibitor-Stelle machen und die inhibitor-
Transition nur bei rn(st'r; = c feuern lassen. Die inhibitor-Kante selbst wöre dann über-

ftüssig. Gleiches könnte man mit allen inhibitor-Kanten machen - vorausgesetzt, da$ die

Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf sömtliche inhibitor-Stellen endlich sind. Eine

etv,as ef fizientere Konstruktion beschreiben wir im nachlolgenden Korollar.

Korollar 3.7. Sei s(') c s mit fr r(. ) I rcrG {o, .., c} ftir ein c e N und alle s e s(')in einem

Petri-Netz P''4. Im Sinne der Projektion auf die Stellen aus S\S(") kann
P''a durch ein Petri-Netz f-'der Dimension n: lsrst"'1+2 simuliert
werden. Soll darüberhinaus ( PN') gelten, dann beträgt die Dimension des

t' : n - ls\s(")l + 3. (Dabei entfallen zwangsläufig sämtliche Kanten, die
mit den Stellen aus S(") assoziiert waren).

Beweis: Wir streichen sömtliche Stellen aas .S(') und erweitern die Menge der kontrollie-
renden Zustdnde (falls überhaupt vorhanden) durch Hinzufügen von

Q - {eu lp e ßr(.).1, 
rs(er ) mit lQtl - lQol*,.T.,1ßr(') I r,rl

Durch geeignete Transitionenbeschriftungen qtr) qy sorgen wir für Zustandsveränderun-

gen, die die Transitionen aus T, verursachen würden. Schließlich simulieren wir die kon-

trollierenden Zustönde atts Qt (notfalls auch kontrollierende Stellen), dem Lemma 3.2 bzw.

3.3 f olgend. u
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