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Eine weitere Variante der (nicht notwendigerweise gewdhnlichen) Petri-Netze wird
unsere Betrachtungen in diesem Paragraphen wesentlich erleichtern. Es handelt sich um
Petri-Netze mit kontrollierenden Zustéinden.l

Definition 3.1. Ein Petri-Netz mit (endlich vielen) kontrollierenden Zustdnden ist ein Tupel

P"%=(S,T,Q, k) mit folgenden Komponenten und Eigenschaften:

(ON1) S={s,,..,s,)} ist eine endliche Menge von Stellen;

(ON2) T={t,,..,t,} ist eine endliche Menge von Transitionen;

(ON3) Q={q,,..,qq) ist eine endliche Menge von kontrollierenden Zustdnden;

(ON4) SNT=SNQ=TNQ=0;

(ON5) k: (SXT)YU(T xS)->NU{L) ist die erweiterte Kantenabbildung;

(ON6) q°: T-Q, q°: T2 Q sind zwei Zustandsabbildungen, die allen Tran-
sitionen entsprechend einen Anfangs- und Endzustand zuordnen.

Gilt £ '({\})=@, dann sprechen wir von einem gewdhnlichen Petri-Netz mit kontrollie-
renden Zustinden. Ferner kann (PN*) gelten. Die Markierung beinhaltet neben der iiblichen
Stellenmarkierung stets den augenblicklich vorliegenden kontrollierenden Zustand. Wir

sprechen von einer Multimarkierung:

(ON7) m=(m(s),m(q)): SU{q) > NUQ mit m(q)eQ, m(s)eN fiir alle seS.

Eine Transition t € T ist nur dann aktiviert, wenn ihr Anfangszustand q®(t) mit dem
kontrollierenden Zustand m(q) tibereinstimmt.

VseS: [m(s)-k(s,t)20]1A[(k(s.t)=1)= (m(s)=0)]r[m(q)=q*(})].

Schaltregel fiir Petri-Netze mit kontrollierenden Zusténden: Feuer! eine aktivierte Tran-

sition t im Zustand m und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang m’ (formal: m->'m’),
dann gilt:

m’(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle se S,

m’(q)=q°(t).

1 Kontrollierende Zustinde wurden in [10] im Zusammenhang mit gewdhnlichen Vektor-Additionssystemen ein-
gefithrt. Unsere Definition verallgemeinert dieses Konzept ein wenig.
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Zuldissige Schaltfolgen, Erreichbarkeitsmengen und weitere Grundkonzepte sind
dem §2 unter Beriicksichtigung obiger Schaltregel zu entnehmen. Dabei ist zu beachten, dafi
Schaltpfade, bzw. Erreichbarkeitsmengen lauter Punkte aus dem Multigitter N"XQ ent-
halten.

Auch hier unterstiitzen wir unsere Definition durch ein Beispiel. Die Abb.5 zeigt ein
gewohnliches Petri-Netz mit zwei kontrollierenden Zustdnden q,,q, (den augenblicklich
vorliegenden kontrollierenden Zustand markiert die doppelt eingekreiste Stelle q ) und drei
Stellen, wobei sofort auffdllt, daf dieses Netz - im Gegensatz zu den bislang vorgestellten
- nicht zusammenhdngend ist. Die Transition t, z.B. ist vollig isoliert (eine reine Zu-
standsiiber fiihrungstransition). Sie kann jedoch wegen q, - q, nicht vollig unabhdngig vom
iibrigen Netz feuern. Die graphisch gesehen fehlenden Kanten sind wegen der Transitio-
nenbeschriftungen de facto existent.

Die bereits hinlinglich bekannte Schaltfolge t t tst,(t,)%t,t; erzeugt wieder den
gleichen Schalipfad, wenn wir diesen bei den vorangegangenen Beispielen auf die ersten
drei Stellen projizieren.2 In der Tat werden wir uns im diesem Paragraphen davon iiber-
zeugen kionnen, dafl kontrollierende Zustinde - im Gegensatz zu den inhibitor-Kanten -
keine qualitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen. Diese Verallgemeinerung
ist allenfalls quantitativ, bezogen auf die Dimension n=|S|.

Die formalen Definitionen der Vektor-Additions- und Ersetzungssysteme mit
kontrollierenden Zusténden beinhalten Transitionenbeschriftungen - sind aber ansonsten
mit den aus dem vorherigen Paragraphen identisch, weshalb wir diese Definitionen dem
Leser iiberlassen. Geniigen moge an dieser Stelle die Angabe des Vektor-Additionssystems
fiir unser Petri-Netz, das (PN*) offensichtlich geniigt.

0 0
v,=((g,2q,).| 1 i 0= (g9,293),| O ;
| -1 _ | 0 |
[ o . - l -
vz3=|(q2-q;).,| -1 i U= (g922q,),| O ;
| 2 /] | 0/ |

Bei der Diskussion der bisherigen Beispiele sprachen wir bereits von Projektionen der
Erreichbarkeitsmengen, bzw. Schaltpfade auf Stellen, sowie von Simulationen verschiedener
Varianten der Petri-Netze. Die nachfolgenden Uberlegungen sollen diese Begriffe etwas
prdzisieren.

2 vgl. die nachfolgende Definition 8.2
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Definition 3.2. Unter einer Projektion der Erreichbarkeitsmenge ,(M,) (M,cN"xQ)

eines Petri-Netzes P“° auf ein Gitter G =N™XQ* mit m< nund k € {0,1) verstehen wir die
Menge:

Ro(Mo)d (4, y={X€G|IX" €Rp (M) : (X" 0oy X s @) =(X1s.er X1 @))

oder s<1»’(.1‘_’1'0)l pxpd (gecla;’ex,(ﬁo):(x’l'"’x’m)=(xl""xm)}'

Die Projektion vom Schaltpfad {a.},.,.. € N"XQ ist dann analog zu verstehen.

Naturgemdf3 unprdzise und daher prinzipiell undefinierbar ist die Bezeichnung
»Simulation”. Man konnte von gegenseitiger Simulation zweier Petri-Netze sprechen, wenn
deren Erreichbarkeitsmengen gleich wdren, was allerdings nur dann vorliegen kénnte, wenn
beide in ihren Dimensionen iibereinstimmen wiirden. Diese, sagen wir starke Simulation,
wird aber nur selten von praktischer Bedeutung sein. Viel wichtiger fiir unsere Betrachtungen
ist die etwas ,,abgeschwdchte” Simulation, die sich lediglich auf gewisse Projektionen von
Erreichbarkeitsmengen bzw. Schaltpfade bezieht, wie wir bereits bei unseren Beispielen
Abb.2, Abb.4 beobachten konnten. Wir verwenden daher diesen Begriff stets mit der da-
zugehorigen Spezifikation der Projektionen.

Die nachfolgenden Lemmata belegen, daf3 kontrollierende Zustéinde lediglich eine
quantitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen, wobei sich diese Quantitdit auf
die Dimension n =|S| bezieht. Zundchst zeigen wir, dafl diese Aussage auf kontrollierende
Stellen in Petri-Netzen mit kontrollierenden Zustdnden zutrifft - und das ohne Bezug auf
die Dimension.

Lemma 3.1.  Jedes Petri-Netz "¢ kann simuliert werden durch ein gleichdimensionales
Petri-Netz £" % mit zusitzlichen kontrollierenden Zustinden, sodaB3 (PN*)
erfiillt ist. Es gilt;

R?(Mo)lqﬂ,’ = Rg(ﬁo)lq,q/ fir alle g;€Qy, Mo N"xQ,.3

Beweis: Wir setzen Qg =QsVQ™ mit Q=T 4| und modifizieren die Transitionenmenge,
indem wir jede Transition t,e T, durch zwei Transitionen t;:q(t)-»q{?; t;: q$ - q(t)
ersetzen, wobei fiir die Kantenabbildung gilt:

Ke(s,t;)=ke(s,t;); ke(t;,s)=0,
ke(t;,s)=ke(t;,s); ke(s.tj)=0.

3 Die hier verwendete Notation bedeutet auch eine Art Projektion - ist jedoch, im Gegensatz gur Definition 3.2,
folgendermaBen zu verstehen:

Al,={aeA|a geniigt p}.
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Aus dieser Konstruktion folgt sofort (PN*). Es gilt

Re(Mo) Ig-q, S Re(Mo) lg-q,
wegen m~""m’ :m-"""m" fir alle je{1,..1}, meN"xQ, und of fensichtlich auch

Re(Mo) lgmq,2 Ru(Mo) Iguq,»

weil ja alle zuldssigen Schaltpfade des ®*° zwischen beliebigen Punkten m und m’ aus
N"X Qg auf Schaltfolgen von der Form (t;.,tjcy)---(tjwt jvy) Zuriickgehen. x

Demnach ist die Unterscheidung zwischen Vektor-Additionssystemen und Vektor-
Ersetzungssystemen (mit kontrollierenden Zustinden) auch bei dimensionsbezogenen
Uberlegungen nicht zwingend erforderlich. Die Eigenschaft (PN*) kann verhdltnismdfig
einfach hergestellt werden, wenn wir zusdtzliche kontrollierende Zustéinde in Kauf nehmen.
Anders sieht es aus, wenn wir diese Zustdnde auch noch simulieren wollen. Es ist zwar
immer moéglich, aber nur unter Zuhilfenahme zusdtzlicher Stellen.

Lemma 3.2. Jedes Petri-Netz ?“° mit kontrollierenden Zustinden kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz ®' (ohne kontrollierende Zustinde) mit Hilfe
von zwei zusitzlichen Stellen s{*, s§* , wobei diese kontrollierend sind fir
alle te T,. Fir Q, ={q,,..,q4) gilt:

Re(Mo)d 5, an=Re(Mo) (5, sy
fir alle Anfangsmengen M,<N*xQ, und M, < N* 2 mit:

(m(s,),...m(s,),q,;)) €My (m(s,),...m(sa),j,d~j)eM,.

Beweis: Jede Multimarkierung m=(m(s,),..,m(s,),q;)€EN"XQ, in P identifizieren wir
mit der tiblichen Markierung m=(m(s,),..,m(s,),j.d-j)eN"? in ®. Damit ist jedes
q,€Q, gleichbedeutend mit (m(s{), m(s$))=(j.d~j). Wir konstruieren die Transi-
tionenmenge T ¢ mit [T ¢|=|T ,|, sowie die nachfolgend spezifizierte Kantenabbildung:

d-j:q,=q°(t) falls s=s%,

Ey(t.8)=( j:q,;=q°(t) falls s=s{?,
k.(t,s) sonst.
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d-j:q;=q"(t) falls s=s§,

ku(s.t)=( j:q,=q°%t) falls s=s'?,
ko(s,t) sonst.

Offensichtlich kann jeder Schaltvorgang des ® durch ® simuliert werden. Es bleibt zu
zeigen, daf3 fir alle (m(s§), m(s$)) = (j,d - j) nur diejenigen Transitionen aktiviert sein
konnen, fiir die in P galt: q°(t) = q,. Die Stellen s{®, s§ sind komplementdrt zueinander
und folglich gilt fiir alle Transitionen t mit q®(t)# q, und fiir jeden Zustand m mit
(m(s§®), m(s§))=(j.d-j):

m(s§?)-&(s{”,1)<0 oder m(s§)-£(s§”,t)<0.
Das ergibt R,(M,) | 152 Re(Mo) b (5 5.y, also insgesamt unser Lemma. o]

Erinnern wir uns an die Beispiele Abb.2, Abb.4 (die Abb.6 zeigt beide Petri-Netze
in ihren Anfangszustinden). Bereits friiher stellten wir gewisse Affinititen beziiglich der
Erreichbarkeitsmengen fest und vermuteten beiderseitige Simulation. Jetzt kénnen wir diese
Vermutung bestdtigen und dariiberhinaus genaue Angaben iiber die implizit gemeinten
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen machen (es handelt sich um Projektionen auf die
ersten drei Stellen im Sinne der Definition 3.1.)

Uniibersehbar ist, dafl das Petri-Netz (Abb.6 rechts) nicht strikt nach der Vorschri ft
aus dem Lemma 3.2 konstruiert ist. Hier ist eine Vereinfachung dahingehend moglich, daf
die zwei zusdtzlichen Stellen, in unserem Falle s,, s, nicht alle Transitionen kontrollieren
miissen. Eine solche Méglichkeit besteht aber nur dann, wenn lediglich zwei kontrollierende
Zustdnde zu simulieren sind. Wir konnen dann, wie in unserem Beispiel, diese beiden
Zustinde entsprechend durch (m(s{®),m(s$))€{(0,1),(1,0)} markieren. Im allge-
meinen ist jedoch exakt nach der Vorschrift aus unserem Lemma zu verfahren.

Unser Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.5 bringt mit Hilfe nur einer zusdtzlichen
Stelle (und genau einer inhibitor-Kante) die gleiche Simulation zustande (vgl. Abb.7 - auf
den Beweis wollen wir hier verzichten5). Das bedeutet aber nicht, daf bei derartigen Si-
mulationen immer nur eine zusdtzliche Stelle erforderlich ist. Die Simulation aus unserem
Beispiel ist vielmehr aufgrund der Spezifik des zu simulierenden Petri-Netzes moglich.
Im allgemeinen sind zwei zusdtzliche Stellen auch dann unbedingt erforderlich, wenn nur
zwei kontrollierende Zustinde zu simulieren sind - trotz verfiigbarer inhibitor-Kante.

4 vgl. §2, Diskussion des Beispiels A55. 2.
5 Der Beweis vom Lemma 4.4 aus §4 belegt impligit diese Simulation.
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Das Lemma 3.2 ermoiglicht eine sehr elegante Simulation der kontrollierenden
Zustdnde. Erweiterungen von Transitionenmengen sind nicht erforderlich und daher sind
identische Schaltfolgen zuldssig. Gleiches gilt fiir entsprechend projizierte Schaltpfade.
Bei all den Vorziigen hat diese Konstruktion dennoch einen kleinen Schonheitsfehler: die
Eigenschaft (PN*) geht verloren, wo sie doch in dem zu simulierenden Petri-Netz laut
Lemma 3.1 praktisch umsonst zu haben ist. Die Frage, die wir uns stellen miissen, ist, ob
kontrollierende Zustdnde mit Hilfe von zusdtzlichen Stellen simuliert werden kénnen, die
ihrerseits keine Transitionen kontrollieren. Es ist in der Tat moglich. Erforderlich sind
drei zusdtzliche Stellen, sowie eine erhebliche Erweiterung der Transitionenmenge. Diese
Konstruktion, die im wesentlichen auf [10] zuriickgeht, studieren wir nun im nachfolgenden
Lemma (vgl. auch Anhang A).

Lemma 3.3. Jedes Petri-Netz "% mit kontrollierenden Zustinden kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz €' (ohne kontrollierende Zustinde) mit Hilfe
von drei zusitzlichen Stellen s{*,s{*,s{®, sodaB (PN*) erfillt ist. Fiir

Qf=(qls --9qd}gilt:

Rf(ﬁo) ! {S). 08} 3tg(Mo)l {S)....8,)
fir alle Anfangsmengen M,CN"xQ,, M,C N* mit:

(m(s))....m(s,).q)eMy 6
& (m(s)),...m(s,), j,(d+1)(d+1-j),0)eM,.

Beweis: Jede Multimarkierung m =(m(s,), .., m(s,), q;)eN"XQ, in P identifizieren wir
mit m=(m(s,),..,m(s,), j,(d+1)(d+1-),0)eN"? in ®. Damit ist jede Markierung
(m(s§®), m(s$), m(s§))=(j,(d+1)(d+1-j),0) gleichbedeutend mit dem kontrollie-
renden Zustand q ;€ Q. Das Feuern einer Transition t e T ¢ wird durch drei Transitionen
t',t% t° simuliert, wobei nur die letzte die Stellen aus S ,verdndert. Die ersten zwei erzeugen
geeignete Markierungen auf den zusdtzlichen Stellen, die fiir die korrekte Simulation
sorgen. Sei t,:q,~q;eT4. Wir beschreiben die Transitionen t},t?,t} in den Kategorien der
Vektor-Additionssysteme:

0 0 *
Vg = 0 ;vE= 0 s vd= . ,
=i (d+1)(d+1-1i) J-(d+1)(d+1-1)
—d(d+1-10) —(d+1-10) (d+1)(d+1-j)

i(d+1) -id -
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Dafl die Zustandsiibergdnge korrekt simuliert werden, kann der Leser leicht
nachpriifen, denn fiir eine Transition te T, mitt:q,~ q, gilt:

0 0
0 *Ui= 0 +vi=
i 0
(d+1)(d+1-1) d+1-i
0 i(d+1)
0 *
= 3 _
= o +ul= . ,
(d+1)(d+1-1i) j
0 (d+1)(d+1-j)
i 0

wie im unserem Lemma behauptet. Ferner haben wir hier mit lauter nichtnegativen Mar-
kierungen zu tun, was die Zuldssigkeit dieser Schaltfolgen bestdtigt. Zu iiberlegen bleibt
lediglich, ob ein solches Vektor-Additionssystem auch unzuldssige Zustandstibergdnge
simulieren kann. Dazu nehmen wir an, dafl der Zustand qvorliegt (was der ersten Mar-
kierung in der obigen Abbildung entspricht) und priifen zundchst, ob eine Transition t, , die
den Zustandsiibergang q ;- q, fiir ein j+i initialisieren soll, aktiviert sein kann. Fiir j>i
hiefle es aber:

1
m(s{?)=i-"(i-j)<0
und fiir j<i(oder besser j<i-1):

m(s$)=(d+1)(d+1-i)-"(d+1)(d+1-i)-d(d+1-j)=(d+1)d+
+(d+1)(1-i)-(d+1)d+dj=(d+1)(1-i)+djS(d+1)(1-i)-d(l-i)=
=1-i<1 =3 j<o.

Gleiches gilt fiir die Transitionen t? und t3, was die gleiche Beweistechnik sofort belegt.
Die erste der beiden kann fiir j<i sicherlich nicht feuern, wegen.
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2
m(s{?)=d+1-i»'*d+1-i-d-1+j<0.
Fiir j>i(i<j-1) hiefe es wiederum:
2
m(s§?)=i(d+1)->"i(d+1)-jd<(j-1)(d+1)-jd=j-d-1<0.

Aus dhnlichen Griinden wird die Transition t3 fiir j>i durch die Stelle s§*, und fiir j<i
durch s$* am Feuern gehindert. o]

Damit ist klar, dafy die Eigenschaft (PN*) keine Qualitdt fiir sich ist. Wir kénnen
sie in jedem Petri-Netz erreichen, wenn wir drei zusdtzliche Stellen spendieren.

Korollar 3.4.  Jedes Petri-Netz ?' kann durch ein Petri-Netz €' mit drei zusitzlichen
Stellen s{*, s§, s{*)simuliert werden (P', ®' - jeweils ohne kontrollier-

ende Zustinde). Das simulierende Netz ®' geniigt (PN*) und fir
d-1=|{(s.t)|seS,, teT,, s kontrollierend fir t}| gilt:

Re(Mo)=Re(Lo) ) (s,...5,, flr alle Mo N®, L, N®*® mit:

(m(sy),...m(s,))eMy8 (m(s,),...m(s,),1,d(d+1),0)el,.

Beweis: Die Eigenschaft (PN*) erreichen wir nach Lemma 3.1 durch Einfiihrung von d
kontrollierenden Zustdnden, die wir dann nach Lemma 3.3 simulieren kionnen. o

Korollar 3.5.  Jedes Petri-Netz "' ? kann simuliert werden durch ein Petri-Netz ®' mit
Hilfe von drei zusétzlichen Stellen s{®, s{*, 5§, sodaB (PN*) erfullt ist.
Sei
d=|{(s,t)|seS,, teT,, s kontrollierend fiir t}|+ |Q, .

Es gilt

:Ry(ﬁo) l (s,...,sn)- RQ(MO)‘L {s;....5,})
fir alle Anfangsmengen M,cN"xQ,, M,c N"? mit:

(m(s)),...m(s,),q,))eMy &
(Mm(s1)s .., m(8,), j,(d+1)(d+1-7),0)eM,.

Beweis: Die Lemmata 3.1 und 3.3 transitiv genommen. o}
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Aus u_nseren bisherigen Uberlegungen folgt, daf kontrollierende Zustinde sowie
kontrollierende Stellen nichts an dimensionsunabhdngigen Aussagen tiber Petri-Netze
(Vektor-Additionssysteme) dndern. Insbesondere gilt:

Korollar 3.6. Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist fiir gewohnliche Petri Netze
mit kontrollierenden Zustinden unabhingig von (PN*) entscheidbar. X

Zum Schluf} dieses Kapitels wenden wir uns den inhibitor-Kanten im Sinne einer
eventuellen Simulation zu. Daf dies nicht immer méglich sein wird, liegt klar auf der Hand
- das Erreichbarkeitsproblem wire sonst entscheidbar. Es lohnt sich dennoch, dariiber
nachzudenken, ob und wann die inhibitor-Kanten wegsimuliert werden konnen. Oder anders
gefragt: wann kiénnen wir im gewéhnlichen Petri-Netz das Feuern von Transitionen vom
Leersein bestimmter Stellen abhdngig machen? Laut Schaltregel fiir gewohnliche Petri-
Netze ist es auf den ersten Blick nicht moglich. Stellen wir uns aber eine inhibitor-Stelle
s vor, von der wir wissen, das sie fiir ein M, (oder auch M, ) nicht gréfer werden kann
als eine Konstante c € N . Wir konnten dann eine zusdtzliche Stelle s'*> nehmen, diese durch
geeignete Anbindung komplementdr zu der inhibitor-Stelle machen und die inhibitor-
Transition nur bei m(s®)=c feuern lassen. Die inhibitor-Kante selbst wdre dann iiber-
fliissig. Gleiches kénnte man mit allen inhibitor-Kanten machen - vorausgesetzt, daf} die
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf sdmtliche inhibitor-Stellen endlich sind. Eine
etwas effizientere Konstruktion beschreiben wir im nachfolgenden Korollar.

Korollar 3.7.  Sei S < Smit R,(.) ! (,,<{0,..,c)firein ce N und alle s € S’in einem
Petri-Netz #*-°. Im Sinne der Projektion auf die Stellen aus S\ S kann
2“2 durch ein Petri-Netz ®' der Dimension n=|S\S®)|+2 simuliert
werden. Soll dariiberhinaus ( PN*) gelten, dann betréigt die Dimension des
®': n=|S\S®|+ 3. (Dabei entfallen zwangsliufig simtliche Kanten, die
mit den Stellen aus S¢® assoziiert waren).

Beweis: Wir streichen samtliche Stellen aus S und erweitern die Menge der kontrollie-
renden Zustinde ( falls iiberhaupt vorhanden) durch Hinzufiigen von

Q={qulneRs () (5“’)} mit |Qe| =[Q¢|+ ];-[JR!(-) Yol

Durch geeignete Transitionenbeschriftungen q,- q. sorgen wir fiir Zustandsverdnderun-
gen, die die Transitionen aus T, verursachen wiirden. Schlieflich simulieren wir die kon-
trollierenden Zustdnde aus Q (notfalls auch kontrollierende Stellen), dem Lemma 3.2 bzw.
3.3 folgend. x
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