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SC. SEMILINEARE ERREICHBARKEITSMENGEN

Zu den zentralen Motiven dieser Arbeit gehört die Charakterisierung der Petri-
Netz-Erreichbarkeitsmengen unter dem Blickwinkel der Semilinearitöt. Semilineare Er-
reichbarkeitsmengen sind von verhäItnismäßiy einfacher Struktur und machen die ansonsten

unentscheidbaren Probleme entscheidbar. Es ist (algorithmisch) möglich, solche Mengen zu

beschreiben und lolglich auch z.B. Inklusionsfragen der Erreichbarkeitsmengen auf al-
gorithmischem Wege zu beantworten.

Das Konzept der Semilinearität geht im wesentlichen auf die sog. Presburger
Arithmetik zurück [22J,wo der interessierte Leser weitere Informationen findet. Für unsere

Betrachtungen reicht eine punktuelle Vorstellung dieser Theorie, die wir in den nachfol-
genden Überlegungen geben wollen.

Definition 4.1. Unter einer linearen Menoe zur Basis öeNo mit der Periodenmenge

{p,, .., p t} = P c N", lrl < - verstehen wir die durch die Linearkomponente L(',') erzeugte
Menge LSN" mit:

Häufiy operieren wir mit endlichen Vereinigungen solcher Mengen zu verschiedenen Basen.

Wir sprechen von einer linearen Menge zu einer (endlichen) Basismenge ßENo mit den

Perioden {pr,..,pt}= PcN', lBllPl <o.'

L - L(B, P) : L(b, B).

Definition 4.2. Jede endliche Vereinigung von linearen Mengen nennen wir eine semilineare

Menge, Unter sern(N') verstehen wir das Mengensystem, bestehend aus allen semilinearen

Teilmengen von N".

I lYegen der Simulierbarkeit der Lontrollierenden Zurtände (riehe $3) vcnichten wir auf dic Diekursion der Se-
mili-ncaritöt in Multigittern ru"xq. Die Vcrallgemcinerung der hiei iorgertellten Rerultatc auf Petri-Netrc mit
L.ontrollierenden Zurtänden wird dem Leser die folgende Definition erleichtern: reien b,P wie in dsr Definition 4.1'
rowic zg{l,.,,lQl}. Unter ciner linearen Menge ZgN"xQventehen wir dic Menge:

L- L(ö, P):(".N^ l3cr,,..,cr€N,pr,.. , pxEP: x:b+ i" tpt) .tj-l

U
beB

7 - L(b, p, z ) -(;. N " x Q I 3c r I .. I ct € N, z e z, p t, .., p,,e P : t - ([t . 
rf ", 

e,], o")).
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Semilinearitöt ist invariant unter yereinigung, Durchschnitt, Komplementbildung,
Translation und - was sehr wichtig ist fb ,ü1sere Überlegmgen - auch unter Projektion
auf semilineare Mengen. Diese Eigenschaften können leicht bewiesen werden für lineare
Mengen und gelten dann automatisch für deren endliche Vereinigungen [10J,[22J. Dar-
überhinaus gilt:

Lemma 4.1. Sei I ein eindimensionales Teilgitter aus N". Für jede Folge {L(xt,p)}
mit L7x,,P)<1, P,cP1.rfür alle;eN und py*a für ein veN gilt:

v.L(x 1, P 1)= v L(x t, Pr) fär ein k e N.
l-t l=r

Beweis: ohne Beschränkung der allgemeinheitnehmenwir an: t-L(o,{t}). Sei p"ep".
Es gibt endlich viete Äquivalenzklassen modulo p" in t und es gilt p"eP1für alle i>v.
Daher mufi jedes x)x" aus der gleichen Äquivalenzklasse in L(x",P")enthalten sein. Es
gibt aber nur endlich viele Äquivalenzklassen und endlich viele x<x" in der gleichen
Klasse. Es kann also nur endlich viele i geben mit:

i-r
U

t= I

Lemma4.2. Für alle öeNo und alle Periodenmengen pENo,lpl<- existiert ein
n-dimensionales, gewöhnliches Yektor-Additionssystem tt mit der Eigen-
schaft fra(b) = L(b, P).

Beweis: Wir setzen a - P. Zu jedem x e L(b , P) existiert eine Linearkombination von Pe-
rioden aus P mit x =crpr'...'crpr . Da alle Translationsvektoren intl schwach-positivz
sind, ist jede Transitionenfolge aet)' (im öquivalenten Petri-Netz) zulössig. Folglich
erreichen wir jedes x eN" durch (u r)"'. . . (u^)"*, ras ir(ö) > L(b, p) impliziert. Auf der
anderen Seite kann iedes'c,etl' so geordnet werden, daS es eine Linearkombination ergibt.
Das bedeutet aber fra(b) c L(b, p), also unsere Behauptung. E

Für semilineare Mengen ist eine solche Konstruktion vermutlich nur partiell möglich.
Eines wollen wir aber unbedingt festhalten - nämlich die (etwas bedingte) Invarianz der
S emi lineari t öt unter semi linearen Anf ang smenoen :

Lemma 4.3. sei c"die Menge aller n-dinensionalen petri-Netze. Es gilc

L(x *, P- )) .x€(t, xt,Pr)t n

2 d.h. aug lauter nichtnegativen Komponenten beetehend. siehe auch fz, Delinition 7.1.
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Y ?€ Co, mse No : ß"(ms)e sern(No) +

+V Moesem(No): ß"(M) e"en(No).

Bewels: Da semilineare Mengen endliche Vereinigungen von linearen Mengen sind, können

wir ohne Beschrifukung der Allgemenheit Moals linear ansehen, d.h. Mo-L(b,P).Wir
beweisen f ol gende Gleichung :

ß".2(L(b, P)) - ßr,r,r(ö).

leden Punkt xe\2,7(L(b,P)) (mit L(b,P)r"t'x) könnenwir von b aus erreichen,weil
es einen Punkt yeL(b,P) geben mu$ mit !)ret' x, der durch eine (immer zulässige)
Transitionenfolge neP'von b aus erreicht werden kann. Umgekehrt kann jede zuldssige
Transitionenfolge | € (ZuP)' durch entsprechende Permutation auf die Form nr gebracht

werden, ohne ihre Zulössigkeit zu verlieren. Of fensichtlich ist jeder Punkt y mit b'+n y in
L(b, P) enthalten.

Betrachten wir noeh einmal das Beispiel A65.1 , Hier ist die Erreichbarkeitsmenge

von besonders einfacher Struktur, weil sie offensichtlich unter endlichen Anfangsmengen
endlich ist (also sogar linear) und semilinear unter semilinearen Anfangsmengen
M6 e sen(N\ .3 Über die Petri-Netze ails den anderen Beispielen können wir das allerdings
nicht behaapten, In dem nöchsten Lemma studieren wir eine nicht-semilineare Erreich-
barkeitsmenge.a

Lemme 4.4. Die Erreichbarkeitsmengen der (mindestens) vierdimensionalen Yektor-
Ersetzungssysteme mit genau einer inhibitor-Kante sind im allgemeinen

nicht-semilinear. (Dabei ist stets an semilineare, insbesondere einelemen-
tige Anfangsmengen gedacht, wie in unserem Beispiel.)

Beweis: Sei ( das zu dem Petri-Netz uts dem Beispiel A55.4 öquivalente Vektor-
Ersetzungssystem mit genau einem inhibitor-Vektor und insgesamt vier Vektoren, die je
nach Möglichkeit als Additions- bzw. Ersetzungsvektoren folgendermakn deliniert werden

können:

g Dierc Bchcuptung können wir une allerdingt nur dann leilten, wenn die ErreichbarLeitrmengen der dreidimen-
riondcn Vetior-Additioneryrtemc rtetr rcmilinear rind. Dierer Relultat irt aber aur [Zfl bekannt - er gilt eogar
bir ru der Dimenrion n - 5. Au$agen dierer Art rtudiencn vir im nächrten Kapitel.

4 Vorreg: dar hier betrachtete Pctri-Netl itt cin Potenrierer im Sinne der WPNC-Berechenbarleit (oder lumindeat
derrrn Kcrnrtücl). Vgl. 96.'rl Pt(c 1.

E
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Als Startmenge wählen wir {mo} mit:

rno = (mo(s,), rno(sz), mo(ss), mo(s{)) = (O,O,l ,I ).

Diese einelementige anfangsmenge ist trivialerweise linear. seien noch.-

(BIa) O<xz+xsS2*'
(B2a) O< 2xz+ xrS2f,r*r

(BIb) x*)o
(B2b) x+:O ferner sei (BI2) xqsxr+ I

Obige Relationen indizieren eine offensichtlich nicht-semilineare Menge aüs Na.
lYir zeigen, daß diese Menge alle Punkte aas Rr(ms)enthölt. Genauer: jedes xeN4fs,
genau dann erreichbar, wenn entweder (Bta), (Btb) und (BI2) oder (B2a), (B2b) und
(Bl2) gelten. Zundchst wenden wir uns dem Teit ,,+" zu, d.h. wir zeigen, daS nur punkte
aus der oben definierten Menge durch{ erueichbar sind. Die Bedingung (BI2) wollen wir
vorübergehend aufor Acht lassen, weil Punkte, die ihr nicht genügen offensichttich nicht
erreichbar sind. Anfangs gelten (BIa) und (BIb). Den Induktionsschritt belegt die folgende
Fallunterscheidung:

Io) Es gelten zunöchst (BIa) und (BIb), was das Ferwn von tsunmöglich macht.
Beim Feuern von t, bleibt xz+ xs unverändert; die tr erhöht sogar x1, d.h.
(BIa) und (BIb) gelten nach wie vor. Gleiches gilt für die Transition tr, falls
vor dem Feuern xr)l war, Galt vor dem Feuern x+-I,so gilt jetzt (B2b)
aber offensichttich auch (B2a).

u(f u3 (i) u4(i)

u :[(i) (;)]

46b.8
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20) Es gelten jetzt (B2a) ud (B2b).Wegen (B2b) können trund t"nicht feuern.

Feuert die Transition t", dann ist (B2b) offensichtlich etlüllt und wegen

2(xz- l)+(x. +2)-2x"+ 36" auch (B2a). Feuert jedoch ta, dann gilt jetzt
(Btb), aber wegen xz+ xs12xr+ xs S 2'2" auch (BIa).

Im Teil ,, e" zeigen wir durch vollständige Induktion nach x r, daß jeder Punkt aus unserer

Menge durch I erreicht werden kann.

xr - o. Wegen (Bl2) gilt xr3 | . Die einzigen Punkte, die unsete Bedingungen

erfüllen sind also:
(i)

xr=(O,O,l,l) erueichbar durch L.

x2= (O,l,O,l) erueichbar durch f 1.

x3: (O,O,l ,O) erueichbar durch t2.

x4 = (O,l ,O,O) erueichbar durch trtz.

xs = (O, O,2,O) erueichbar durch t J2t3.

Es gelten

Es gelten

Es gelten

Es gelten

Es gelten

(BIa),(BIb).

( BIa),( BIb).

( B2a),( B2b ).

( B2a),( B2b).

( B2a),( B2b).

(ii)

(iii)

Die Behauptung gelte für alle Punkte mit xrict-l.

Sei q- (ar.a".a".ar)und es gelten (Bla) und (BIb). Darüberhinaus nehmen

wir o.B.d.A. an, daS ar- I ist,weil auch andere ar-l{erte (die (BI2) Se'
nügen) offensichtlich durch (t.)'(tz)' erreichbar sind. Es gilt also
o<c-"+orS2"', sowie d+-I und wir wollen zeigen, da$ dieser Punkt
tatsächlich erreichbar ist.

Angenommen es gilt o1o 
"+crgs 

2o'-'. Nach der Induktionsvoraussetzung
isl o':(cr- l,e.2,e.stl) eteichbar. Durchtrt" erreichen wir unser a.

Gilt 2"t-'1c.z+a"32ot, und ist ez+o.g-2o'-r+b mit o<bs 2or-t, daflfl

Sibt es nach der Induktionsvoraussetzung einen Schaltpfad zum

o'-(or- t,b ,2o'-'-a,l), weil a' (BIa) und (Blb) genügt, Nun, ietzt
können wir feuern: durch den Schaltpfad t"1t"1ut.(t,)o' erreichen wir
(or,o",2o'-t+b-a",t), also wieder den gewünschten Punkt, weil ia
2o'-'*b-o r-a. isl.

Aus diesem Resultat folgt bereits unser Lemma, weshalb wir hier auf den Beweis der

Erreichbarkeit von Punkten mit x r- O verzichten wollen. Dieser Beweis kann ähnlich gelührt

werden. rt

Der Beweis vom Lemma 4.4 belegt implizit die gegenseitige Eimulation der

Petri-Netze aus den Beispielen A66.4 und nee.5. Zusammen mit den Erkenntnissen aus

dem vorherigen Kapitel erhalten wir:
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Korollar 4.5. Die Erreichbarkeitsmengen der folgenden Gebilde sind unter einele-
mentigen Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear:

- gewöhnliche Vektor-Additionssysteme der Dimension n 2 6;
- gewöhnliche Vektor-Ersetzungssysteme der Dimension n > S;
- gewöhnliche Yektor-Additionssysteme und Yektor-Ersetzungssysteme

mit kontrollierenden Zuständen der Dimension n > 3;
- Vektor-Ersetzungssysteme mit genau einem inhibitor-Yektor der Di-

mension n> 4. E

Wir sehen also, dafi nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen bereits bei recht
,,kleinen" Petri-Netzen auffieten können. Auf der anderen Seite könnte mant die Frage
stellen, wie wahrscheinlich die Semilinearitöt ist, Die exakte Quantifizierung wäre enorm
schwierig, aber man kann die heuristische Antwort wagen, daß die Erreichbarkeitsmengen
der Petri-Netze doch sehr zur Semilinearitöt ,,neigen". Aus I I0J ist z.B. bekannt, daS diese
Eigenschaft im etwas eingeschränkten Sinne aaf gewöhnliche Petri-Netze mit ( PN* )
(Vektor-Additionssysteme) zutrif ft, wenn höchstens zwei Stellen beschrönkte Projektionen
der Erreichbarkeitsmengen haben, und das mabhöngig von der Dimension. Die überle-
gungen, die zu dieser Erkenntnis gelührt haben, wollen wir hier nicht wiederholen. Das für
uns wichtigste Resultat halten wir im nachfolgenden Lemma fest.

Lemma 4.6. sei '/ ein gewöhnliches Petri-Netz mit (pN*) (vektor-Additionssystem)
der Dimension neN. Für alle Komponentenpaare j,k€tl,..,n\, j*k
existiert eine (effektiv berechenbare) Konstante gt'* - (gl'*, .., g{,t) € N"
mit gj'r:st*'t-ound gl.te N fiurr i*i*k, mit folgender Eigenschaft:

Die Erreichbarkeitsmengen von I strikt innerhalb von Gt't -
={x€Nolx2gt''}(d.h. auf Schaltpfaden aus Gr..), für alle An-
fangsmengen Mo e sem(Gr'.) können durch semilineare Teilmengen
der gesamten Erreichbarkeitsmengen von g eingehüllt werden.

[10] E

Mit dem Begrif f ,,Einhüllmg" meinen wir stets die mengentheoretische überdeckung
von kegelförmigen Gebilden, also z.B. linearen oder semilinearen Erreichbarkeitsmengen -
im Gegensatz zu Inklusionen, die im anderen Zusammenhang stehen. Ferner ist hier un-
bedingt zu beachten, da$ sich diese Aussage nur auf eine Teilmenge von No bezieht (,,strikt
innerhalb von Gr'k"). Das gilt sowohl für die Anfangsmengen, als auch für Schattpfade
und folglich auch Erreichbarkeitsmengen. Im nöchsten Kapitel arbeiten wir häufig mit
derartigen Aussagen.

Es ist zwar etwas gewagt, anhand dieser Aussage weitgehende Schlußfolgerungen
hinsichtlich Petri'Netz-Erreichbarkeitsmengen und deren allgemeiner Struktur zu ziehen
(allenfalls im Zusammenhang mit weiteren Erkenntnissen, was im kommenden Kapitel
geschehen soll ). Dennoch darf sicherlich vermutet werden, dafi dieses Lemma für Konstanten
mit drei Komponenten gleich 0 nicht mehr gilt. Drei Stellen könnten dann ein petri-Netz
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mit kontrollierenden Zuständen simulieren, dessen Erueichbarkeitsmenge bereits bei der
Dimension n-3 nicht-semilinear sein könnte. Die Umkehrung dieser (noch) Vermutung
würde aber bedeuten, da$ solche Erreichbarkeitsmengen nur dann zu erwarten sind, wenn

entsprechend viele Transitionen u.U. am Feuern gehindert werden - sei es durch kontrol-
lierende Zustönde, sei es durch Stellen, die nicht beliebig grofi werden können. Im nöchsten

Kapitel werden wir die Bestötigmg hierfür ableiten können.
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