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Das Korollar 4.5 markiert Dimensionen verschiedener Varianten von Petri-Netzen,
in denen die Erreichbarkeitsmengen nicht-semilinear sein konnen. Die Frage, die wir uns
stellen wollen, lautet, ob die Semilinearitdt obligatorisch ist in hinreichend kleinen Di-
mensionen. Kann dieser Sachverhalt fiir eine bestimmte Klasse von Petri-Netzen bis zu einer
Dimension n* € N bewiesen werden und existieren Petri-Netze aus der gleichen Klasse mit
n=n'+1, deren Erreichbarkeitsmengen nicht-semilinear sind, so sprechen wir von einer

] z [linearitdtsgr n* €N fiir diese Klasse.

Aussagen dieser Art wurden in [10] fiir gewdhnliche Vektor-Additionssysteme (auch
mit kontrollierenden Zustdnden) bewiesen. Wir wollen untersuchen, ob und inwieweit kon-
trollierende Stellen und Zustdnde sowie inhibitor-Kanten die dimensionsbezogenen Semi-
linearitdtsgrenzen verschieben, wobei wir uns aus mehrfach genanntem Grund hauptsdchlich
fiir Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante interessieren.

Zundchst zitieren wir die beiden Hauptsdtze aus [10], die fiir gewdhnliche
Vektor- Additionssysteme, mit oder ohne kontrollierende Zustinde, sowohl dimensionsbe-
zogene Semilinearitdtsgrenzen, als auch die effektive Berechenbarkeit der (semilinearen)
Erreichbarkeitsmengen beinhalten.l

Lemma 5.1. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewodhnliche Vektor-
Additionssysteme mit kontrollierenden Zustinden betrigt n*=2. Es gilt:

Ry(Mo) € sem(N2x Q) fiir alle Myesem(N?2xQ).2

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. [10] x&

Lemma 5.2. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewohnliche Vektor-
Additionssysteme ohne kontrollierende Zustinde betrigt n*=5S. Es gilt:

Ry(My) € sem(N®) fiir alle Myesem(N®).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. [10] &

1 Zu den Konsequenzen der Semilinearitit gehdrt, neben der Berechenbarkeit der Erreichbarkeitsmengen, stets u.a.
die Entscheidbarkeit des Gleichheits- und Inklusionsproblems der Erreichbarkeitsmengen. Siehe dazu Fach-

literatur.
2 vgl. FuBnote 1, Seite 35.
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Ausgehend vom Lemma 5.2 beobachten wir, dafl kontrollierende Zustdnde eine
gewaltige Verschiebung der Semilinearitdtsgrenze verursachen. Erinnern wir uns an Lemma
4.4 und Beispiel Abb.2, so stellen wir fest, daf kontrollierende Stellen ebenfalls die Se-
milinearitdtsgrenze verschieben (mindestens um 1). Auf der anderen Seite wissen wir aus
dem §3, daf} kontrollierende Zustdnde ein stéirkeres Mittel sind als kontrollierende Stellen,
die sich folglich in dieser Hinsicht nicht stdrker auswirken diirften. Es bleibt nur noch die
Frage, ob kontrollierende Stellen und Zustdnde zusammengenommen mehr bewirken konnen,
als exklusiv eingesetzt.

Lemma 5.3. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdshnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden - gleich und betragen n*=2. Es gilt:

Ry(M,)esem(N2xQ) fiir alle Myesem(N2XQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Wegen Lemma 3.1 ist der in [10] vorgestellte Algorithmus ohne Einschrinkungen
auf gewéhnliche Vektor-Ersetzungssysteme mit kontrollierenden Zustinden anwendbar. &

Kontrollierende Stellen bleiben demnach ohne Einfluf3 auf die Semilinearititsgrenze
der gewdhnlichen Petri-Netze mit kontrollierenden Zustinden. In Anbetracht der Er-
kenntnisse aus §3 konnte dieses vermutet werden - ist aber eher auf das sehr kleine
Multigitter N2 x Q zurtickzufiihren. In den nachfolgenden Uberlegungen wenden wir uns der
Frage zu, ob und wieviele inhibitor-Kanten diesen Sachverhalt veréndern konnen. Auferdem
versuchen wir die Bedeutung von inhibitor-Transitionen bzw. inhibitor-Stellen in diesem
Zusammenhang zu kldren.

Theorem 5.4. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden und genau einer inhibitor-Kante - gleich und
betragen n* = 2. Es gilt:

R,(My)esem(N?xQ) fiir alle Myesem(N2XQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Zundchst machen wir einige Vorbereitungen. Unter einer inhibitor-Hyperebene
N' S N"XQ verstehen wir die Menge aller Punkte (Multimarkierungen) aus N"x Q, bei denen
die inhibitor-Transition akttvzert zst Of fensichtlich gilt n e€sem(N"xQ). Die Menge
shift' (M)=MU{xXxeN"XQ|3yeM: y-'x) fiir eine Menge M c N* x Q bezeichnen wir als
inhibitor-Translation, Sei U' ein Vektor-Additionssystem mit genau einer inhibitor-
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ALGORITHMUS a1

input (&', {(x¢,Po.qo)}) ; /* U'-ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden und genau einer inhibitor-
Kante; das Tupel (x,,P,,q,) kennzeichnet entsprechend
die Basis, Periodenmenge und den kontrollierenden Zu-
stand einer linearen Anfangsmenge I,=(L(xo,Po). Qo)<
CN2XxQ. 0.B.d.A. nehmen wir an: q,= q°(t*), d.h. Lycn'.

*/
begin /* Die Grundstruktur ist ein Baum, dessen Knoten jeweils set(-), tag(-), sowie
Verweise auf den Vorgdnger und den (die) Nachfolger beinhalten. */
1) let set(root) = {(x,, Py, q%(t")))} , tag(root) =open; /* root hat keine
Vorgdnger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* leaf hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */

3) let L=[r10(shift'(set(leaf)))]Nn'; /* r110() ist der aus [10] bekannte
Algorithmus, der hier fiir U =U'\{t'} aufgerufen wird. */

1) letI’={(x,,P,,q°(t*"))eL|P,=@), L" =I\L";
5) for each ((x;,9,q9%(t'))eL’) begin

next

6) create succ; let leaf - succ, set(succ)=(x;,9,q%(t"));

/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */
7) if set(leaf)=(x.8,q%(t")) & set(succ)=(y,3,q%(t")) & x<y
let set(succ)=(x,{y-x},q%("));
8) end ;

next

9)  if L” # & create succ; let leaf - succ, set(succ)=1L";

10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ U set(ancestor)]let tag(leaf)=closed
ancestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, go on;

e output( E = U set(leaf)); /* nichtdis junkte Vereinigung */
nodes

end ;
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Transition t' und der inhibitor-Stelle (0.B.d.A.) s, .3 Mit Hilfe des Algorithmus A 1berechnen

wir zundchst die Erreichbarkeitsmenge des U* auf der inhibitor-Hyperebene, fiir eine 0.B.d.A.
lineare Anfangsmenge Lo =L (%o, q0) = (L(X0. Qo) 9o) S N2X Q. Dabei konnen wir natiirlich
nicht direkt mit unendlichen, wenn auch semilinearen oder gar linearen Mengen operieren.
Als geeignete Datenstruktur verwenden wir daher Mengen, die ausschlieflich aus Elementen
A;=(b;,P;,q;) bestehen, wo die Komponenten von \, entsprechend die Basis, Perioden-
menge und den kontrollierenden Zustand einer linearen Menge L(x,,P,)=(L(x,;.P;).q;)
aus N?X Q darstellen. Auch die in Zeile e ausgegebene Menge (falls es zu dieser Ausgabe
tiberhaupt kommt) kann nicht die Erreichbarkeitsmenge selbst enthalten, sondern hiéchstens
deren Spezifikation im o.e. Sinne. Den Zusammenhang zwischen unserer Datenstruktur und
den Mengen, die sie beschreibt, beleuchtet die folgende Gleichung:

M= v L(x,,P)= U (L(x;,P).q)).

(x,.P,.q,)eM (x,.P,.q,)eM

Der aus [10] bekannte Algorithmus, der als Prozedur in Zeile 3) aufgerufen wird ( r10()),
arbeitet ebenfalls mit dieser Datenstruktur. Ferner konnen Operationen, wie Vereinigung
Durchschnitt und Translation von Mengen aus N" X Q (in unserem Fall aus N?>XQ ), prob-
lemlos auf dem Boden dieser Datenstruktur durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund wollen
wir die weitere Diskussion auf die Mengen selbst und nicht auf deren Spezifikationen
beziehen.

Lemma 5.4.1. Der Algorithmus A1 hilt in endlicher Zeit firr alle Vektor-Additions-
systeme U' der Dimension n < 2 mit genau einer inhibitor-Kante und fiir
alle Anfangsmengen M, e sem(N2xQ).4

Beweis: Induktiv nach der Linge des (Baum-) Pfades folgern wir zundchst, dafy der Al-
gorithmus r10() ausschlieflich auf Translationen sowie Durchschnitte mit n' von Mengen
angewendet wird, die er selbst geliefert hat - also auf semilineare Mengen. Und weil U ein
gewdhnliches Vektor-Additionssystem ist, enden diese Aufrufe in endlicher Zeit. Ferner
arbeitet der Algorithmus r10() mit den gleichen Datenstrukturen und liefert stets endliche
Mengen {(x;,P;,q;)},¢;<m [10]. Demnach durchliuft die Schleife 5)-8) jeweils nur
endlich viele Linearkomponenten aus L’ ( mit leeren Periodenmengen). Die gleiche Induktion
belegt dariiberhinaus, daf der fan-out des erzeugten Baumes beschrdnkt ist, weshalb wir
davon ausgehen kionnen, daf es stets nur endlich viele Bldtter gibt, die die Schleife 10)-12)
zu durchlaufen hat. Schlieflich sind of fensichtlich alle Operationen in den einzelnen Zeilen
in endlicher Zeit durchfiihrbar, weil wir nur mit endlichen Spezifikationen linearer bzw.
semilinearer Mengen arbeiten und weil die Semilinearitdt invariant ist unter diesen Ope-

3 In der Hoffnung, den Leser nicht zu verwirren, sprechen wir von Transitionen und Stellen in einem Vektor-
Additionssystem. Es ist dabei stets an das #quivalente Petri-Netz zu denken.

4 Die Anfangsmenge muB nicht unbedingt linear sein. Der Algorithmus r10() ist selbstverstindlich auch auf se-

milineare Anfangsmengen anwendbar [10] und wird in unserem Algorithmus fiir solche Mengen aufgerufen
(Translationen linearer Mengen sind i.a. semilinear).
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rationen. Unsere Behauptung folgt dann sofort, wenn der errechnete Baum endliche Tiefe
hat. Dazu betrachten wir einen Pfad aus diesem Baum und nehmen an, daf er unendlich
ist, d.h. zu jedem Zeitpunkt des Berechnungsvorgangs stets tag(leaf)=open fiir den
augenblicklich letzten Knoten auf diesem Pfad gilt. Zundchst analysieren wir die in Zeile
4) vorgenommene Aufspaltung der zuvor errechneten Menge L. Die bereits angesprochene
Induktion nach der Linge des betrachteten Pfades ldft darauf schliefen, daf3 die Mengen,
die auf diesem Pfad vorkommen, entweder nur einzelne Punkte (d.h. Linearkomponenten
mit leeren Periodenmengen) oder endlich viele Linearkomponenten mit P+ @ enthalten
konnen. Es gilt sogar mehr. Nehmen wir an, daf ein Knoten node eine Menge
set(node) = {(x,{p)},q%(t"))) enthdlt und der Aufruf in Zeile 3) eine Komponente
(y.2,q%(t")) liefert. Dann miifite aber ein Punkt x,e L(x,{p}) existieren, mit x,-"y.
Fiir Punkte Z mit z> x, wdre aber zu folgern: z 'y + z- x,. Dieser Widerspruch, zu-
sammen mit der Induktion nach der Mdchtigkeit der Periodenmenge und Anzahl der Li-
nearkomponenten in set(node) bedeutet, dafl einzelne Punkte nicht mehr erreichbar sind,
sobald ein set(node) mit mindestens einer Periode berechnet worden ist. In Zeile %) wird
dann folglich keine Aufspaltung mehr vorgenommen, was fiir den betrachteten Pfad heifit,
daf} er nicht mehr gabelt. Auf jeden Fall kénnen wir davon ausgehen, daf fiir zwei auf-
einanderfolgende Knoten node, und node,

set(node,) < set(node,)
und fiir die inneren Knoten (bis auf den augenblicklich letzten) sogar

set(node,) C set(node,)

gelten muf3. (Letzteres folgern wir einmal mehr aus der Induktion nach der Pfadldnge).
Wir haben also eine Folge von semilinearen und stets expandierenden Mengen aus der
inhibitor-Hyperebene n', die ihrerseits ein eindimensionales und damit wohlgeordnetes
Gitter ist. Wegen Lemma 4.1 heif}t es aber, daf3 die letzte Inklusion nach endlicher Zeit
nicht mehr gegeben ist - solche Pfade werden dann in Zeile 11) ,.geschlossen”. Damit kann
unser Pfad nur dann unendlich sein, wenn er ausschlieflich Linearkomponenten mit leeren
Periodenmengen, also einzelne Punkte enthdlt. Diese Punkte miissen aber von Knoten zu
Knoten verschieden sein (andernfalls wird in Zeile 1) sofort tag(leaf) = closed gesetzt)
und dariiberhinaus miifiten sie in Richtung weg von der Wurzel immer kleiner werden ( sonst
kommt in Zeile 7) eine Periode hinzu). Eine permanent fallende Folge kann es aber nicht
geben (Satz von Dickson). Die Pfade sind demnach endlich und wegen des Lemmas von
Konig auch der ganze Baum, dessen fan-out ja beschrdnkt ist. ol

Lemma 5.42. Fiir alle Vektor-Additionssysteme ' mit genau einer inhibitor-Kante,
der Dimension n <2 und alle Anfangsmengen M, e sem(N2x Q) hilt der
Algorithmus A1 nur dann, wenn gilt:

E= U (L(x,P),q)= ‘R,,‘(Mo)ﬁﬂl .

(x.P.q)eE
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Beweis: Wir zeigen E 2 R, (Mo)nn' im Teil a) und E C R, (M,)nn' im Teil b).

a) Wir betrachten den errechneten Baum und beweisen unsere Behauptung durch voll-
stindige Induktion nach der Ldénge fx|einer (zuldssigen) Schaltfolge © e T". Nichts ist
zu zeigen fiir [t|]= 0. Nehmen wir an (und das ist unsere Induktionsvoraussetzung ),
daf der Algorithmus A 1erst dann hdlt, wenn alle durch Schaltpfade der Ldnge i< k e N
erreichbaren Punkte (aus der inhibitor-Hyperebene) bereits in E enthalten sind, d.h.
E2{(x,q®U'NIMy~="(x,q%(t")), TeT", < k). Weiter nehmen wir an, daf ein Punkt
(y,q%(t*))eN?2xQ nicht in E enthalten ist, obwohl der Algorithmus gehalten hat und
obwohl dieser Punkt auf einem Schaltpfad weT' der Linge jw|=k+1 von M, aus
erreichbar ist. Es kann aber nur dann der Fall gewesen sein, wenn fiir alle Bldtter
set(leaf)in der Vereinigung ihrer Vorgdnger enthalten waren (in Zeile 11)), was der
Definition von shift'(-) widerspricht, wenn die letzte Transition in o gerade die
inhibitor-Transition war. War die letzte Transition in diesem Schaltpfad eine ge-
wéhnliche Transition t # t', dann miifite sie der Algorithmus r10() im letzten Durchlauf
nicht beriicksichtigt haben. Daraus folgt aber, daf auch Punkte (y,q®(t')) mit
My-%(y,q%(t")) in E enthalten sind, was uns den Induktionsschritt liefert.

b) Offensichtlich erreichen wir in U nur Punkte aus der Erreichbarkeitsmenge des U'. Zu
iiberlegen bleibt nur, ob die in der Zeile 7) definierte Erweiterung von set(succ) immer
nur erreichbare Punkte enthdlt. Diese Erweiterung wird allerdings nur dann vorge-
nommen, wenn der Punkt (y,q®(t')) von (x,q®(t*)) aus erreichbar ist, sagen wir durch
ein ve€ T Damit gilt fiir alle ceN :

x=(x,q%(t)) > (x+c(y-x),q°(t"))=x+c(y-x) e (L(x,y-x),q°(t")),

falls die Bedingung in Zeile 7) erfiillt ist. Unsere Behauptung folgt dann sofort durch
Induktion nach der Ldnge des (Baum-) Pfades. o

Aus R ,.( L,) = Ry(F) berechnen wir abschliefiend die gesamte Erreichbarkeitsmenge durch
einmaligen Aufruf von r10(). Wegen Lemma 3.1 und der of fensichtlichen algorithmischen
Durchfiihrbarkeit der dort beschriebenen Konstruktion ist die Eigenschaft (PN*) belanglos
(unser Algorithmus kann problemlos so modifiziert werden, daf3 er auch im Falle der
Vektor-Ersetzungssysteme direkt anwendbar wird). Ferner konnte der Algorithmus A1 auf
Jede Linearkomponente einer semilinearen Anfangsmenge separat angewendet werden. Wir
erhalten folglich die Invarianz der Semilinearitit unter semilinearen Anfangsmengen fiir
die hier betrachtete Petri-Netz Variante, also die Berechenbarkeit der Erreichbarkeits-
mengen fiir alle My € sem(N2x Q). o}

Der Algorithmus A1 kombiniert die inhibitor-Translation mit der Berechnung der
Erreichbarkeitsmengen unter Ausschlufi der inhibitor-Transition. Diese Vorgehensweise
kann als die allgemeine Berechnungsstrategie fiir Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen an-
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ALGORITHMUS A2

[y

input( 4*, {(xo0,Po.q0))}) ; /* UL -ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden, beliebig vielen inhibitor-
Kanten, und genau einer inhibitor-Stelle. 0.B.d.A. nehmen

wir an: qo=q°(t'). */

procedure rset(U*, M);

begin
1) let set(root) = {(x,.Po.q%(t"))} , tag(root)=open; /* root hat keine

Vorgdinger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* leaf hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */
3) if k=1 let L=[r10(shift'(set(leaf)))]nn'; [¥Uus=u*/

else let L =[rset(uf* ', shift'(set(leaf)))]nn';

1) let L’-((x,.P,.q“(t‘))lP,-ﬁ),L”-L\l.’;
5) for each ((x,,2,q%(t'))eL’) begin

next

6) create succ; let leaf = succ, set(succ)=(x,,2,q%(t'));

/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */
7) if set(leaf)=(x.9,q%(t")) & set(succ)=(y.2,q%(t')) & x<y
let set(suce) =(x,{y-x},q%(t"));

8) end ;

next

9) if L” # @ create succ; let leaf = succ, set(succ)=1L";
10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ V] set(ancestor)]let tag(leaf)=-closed

ancestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, goon

e return(E = WY set(leaf)) ; /¥ nichtdisjunkte Vereinigung */

end ;
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gesehen werden - auch dann, wenn das gegebene Petri-Netz mehrere inhibitor-Kanten
enthdlt. Die inhibitor-Translation kann ndmlich auch hinsichtlich mehrerer inhibitor-
Transitionen definiert werden. Das Hauptproblem besteht in der Frage, ob ein solcher
Algorithmus in endlicher Zeit seine Arbeit verrichten wiirde. Kann diese Frage nicht be-
antwortet werden, dann gibt es auch keine Garantie fiir die Semilinearitdt der Erreich-
barkeitsmengen, weil eine unendliche Vereinigung von semilinearen Mengen nicht unbedingt
semilinear ist. (Das Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.4 ist eine Bestdtigung hier fiir.)

Allerdings ist die inhibitor-Hyperebene im zweidimensionalen Gitter stets wohl-
geordnet - unabhdngig von der Anzahl der inhibitor-Kanten. Das Lemma 4.1 greift also
auch in diesem Falle. Dieser Umstand 1dft aber noch nicht darauf schliefien, daf in diesem
. Minigitter” auch weitere inhibitor-Kanten nichts an der Semilinearitdt der Erreichbar-
keitsmengen dndern wiirden, denn das Lemma 4.1 ist nur dann von Bedeutung, wenn aus
(x,q)="(y.,q) mit y>x die Erreichbarkeit von (x,{y-x},q) gefolgert werden kann.
Letzteres ist aber nur dann méglich, wenn die inhibitor- Hyperebene mit nur einer Gitterachse
einen nichtleeren Durchschnitt hat (ein geeignetes Gegenbeispiel werden wir noch aus fiihrlich
diskutieren - siehe A66.9 ). Fiir Petri-Netze bedeutet es zwar beliebig viele inhibitor-Kanten
und inhibitor-Transitionen, aber nur eine inhibitor-Stelle. Gerade diesem Spezialfall wollen
wir uns jetzt zuwenden. Unserer Berechnungsstrategie folgend, konnte man die inhibitor-
Translation hinsichtlich aller inhibitor-Transitionen definieren und die Erreichbarkeits-
mengen dhnlich wie im Algorithmus A1 berechnen. Wir gehen hier einen anderen Weg und
versuchen einen rekursiven Ansatz. Zundichst beobachten wir, daf3 aufgrund der Spezifik
der hier betrachteten Petri-Netze Ut mit k sowohl die Anzahl der inhibitor-Kanten, als
auch die der inhibitor-Transitionen gemeint ist. Der Algorithmus A2 berechnet die Er-
reichbarkeitsmenge von U rekursiv, die inhibitor-Transitionen nacheinander eliminierend.

Theorem 5.5. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden, beliebig vielen inhibitor-Kanten und genau
einer inhibitor-Stelle - gleich und betragen n* = 2. Es gilt:

Rv:‘(ﬁo)esem(Nzx Q) fiir alle M,esem(N?2xQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Durch Induktion nach der Anzahl der inhibitor-Transitionen. Der Induktionsanfang
ist fiir k=0 trivial, fiir k=1 ist es gerade das Lemma 5.4. Die Lemmata 5.4.1 und 5.4.2
liefern den Induktionsschritt, wenn wir auf rset(U{*'",.), statt auf r10(-) zuriickgreifen.
Laut Induktionsvoraussetzung berechnet rset(U'* "', .) die (stets semilinearen) Erreich-
barkeitsmengen unter Ausschluf} einer beliebigen inhibitor-Transition und folglich gelten
5.4.1 und 5.4.2 auch fiir den Algorithmus A2 . o
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ALGORITHMUS Aa2°

input( 4%, ((x0,Po.qo)}) ; /* UL -ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden, vielen inhibitor-Kanten und
genau einer inhibitor-Stelle.

*/
procedure rset(u*, M);
begin
1) let set(root)={(xo,Py.q0)} , tag(root)=open; /* root hat keine
Vorgdinger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* lea f hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /¥ alle Pfade geschlossen, Ausgabe */
3)  if k=1 let L=[r10(shift'(set(leaf)))]; /U=t

else let L =[rset(¥ 1, shift'(set(leaf)))];

4 et L'={(x,.P,.q,)|P,=0),L"=I\L";
5) for each ((x,.9,q;)eL’) begin

next

6) create succ; let leaf - succ, set(succ)=(x,,9,q;);
/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */

7) if set(leaf)=(x.2,q;) & set(succ)=(y.2.q9;)& x<y
let set(succ)=(x,{y-x}.q;);

8) end ;

next

9)  if L” # & create succ; let leaf - succ, set(succ)=1";

10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ U set(ancestor)]let tag(leaf)=closed

arcestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, goon;

e return( E= U set(leaf)); /* nichtdis junkte Vereinigung */
nrodes

end ;
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Der Algorithmus A2 kann auch dahingehend modifiziert werden, daf3 die Berechnung
der Erreichbarkeitsmenge von U%* direkt erfolgt, d.h. ohne zuerst deren Durchschnitt mit
der inhibitor-Hyperebene zu ermitteln. Die in der Zeile 3) errechnete Menge enthdlt i.a.
auch Linearkomponenten mit q # q°(t*), die dennoch in L~, bzw. L iibernommen werden
konnen (was im Algorithmus A2 nicht geschieht). Der Leser kann leicht nachpriifen, daf
die Lemmata 5.4.1 und 5.4.2 (in entsprechend abgedinderter Form) auch fiir den Algorithmus
A2" gelten. Die in Zeile e) ausgegebene Menge spezifiziert bereits die zu berechnende
Erreichbarkeitsmenge des U%'. (Hinweis: die inhibitor-Translation fiir Punkte mit q # q°(t")
ist die Identitdt).

Wir miissen nur noch die Frage kldren, ob die Einschrinkung auf nur eine
inhibitor-Stelle aus dem vorangegangenen Theorem tatsdchlich erforderlich ist. Das
Petri-Netz aus Abb.9 ist beispielhaft dafiir, daf - trotz wohlgeordneter inhibitor-
Hyperebene - das Lemma 4.1 u.U. gar nicht zur Geltung kommt. Daraus gewinnen wir eine
weitere dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze:

Theorem 5.6. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewOhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden und beliebig vielen inhibitor-Kanten - gleich
und betragen n* = 1. Es gilt:

R u(Mo)esem(N'x Q) fir alle M,esem(N'xQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Die Semilinearitdt in NxQ folgt sofort aus dem Theorem 5.5. Auf der anderen
Seite besitzt das Petri-Netz aus Abb.9 eine of fensichtlich nicht-semilineare Erreichbar-
keitsmenge. Der Leser kann leicht nachpriifen, daf in jedem Zustand genau eine Transition
aktiviert ist. Die Erreichbarkeitsmengen auf den Gitterachsen (in jedem kontrollierenden
Zustand ) konnen durch {(2)" | neNY) spezifiziert werden. x

Korollar 5.7. Die Erreichbarkeitsmengen der fiinfdimensionalen Vektor-Additionssys-
teme, sowie der vierdimensionalen Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
mindestens zwei inhibitor-Vektoren - sind bereits unter einelementigen
Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear. X

Wir sehen also, daf die in [10] ermittelte Semilinearititsgrenze durch zwei
inhibitor-Kanten auf jeden Fall tangiert wird. Gleiches gilt fiir Vektor-Ersetzungssysteme
- letzteres werden wir allerdings erst nach weiteren Uberlegungen folgern kinnen (die
dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssystem ohne
kontrollierende Zustdnde ist vorerst nicht bekannt).
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Mit den bisher gewonnenen Resultaten kénnen wir zufrieden sein. Fiir die Klasse
der Petri-Netze mit kontrollierenden Zustinden haben wir exakte, dimensionsbezogene
Semilinearitdtsgrenzen in Abhdngigkeit von der Anzahl der inhibitor-Kanten ermittelt.
Ferner haben wir festgestellt, dafl zur Verschiebung der Semilinearititsgrenze gegeniiber
den gewohnlichen Petri-Netzen (mit kontrollierenden Zustdnden) zwei inhibitor-Kanten
erforderlich sind. Und schlieflich haben wir gelernt, dafi im Hinblick auf die Semili-
nearitdtsgrenzen die Anzahl der inhibitor-Stellen addquater ist, als die der inhibitor-Kanten,
oder gar der inhibitor-Transitionen.

Weiter darf vermutet werden, das die qualitative Verstdrkung des Grundmodells in
Form von inhibitor-Kanten nicht gleichbedeutend ist mit einem wirksamen Kompaktie-
rungsmittel> - schon gar nicht, wenn nur eine inhibitor-Kante zur Verfiigung steht.
Nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen sind dann erst im dreidimensionalen Gitter
moglich, und dariiberhinaus bendtigen wir weitere Stellen, um die wohl kaum entbehrlichen
kontrollierenden Zustdnde zu simulieren. Letzteres ist nur eine von zwei Fragen, die sich
dabei aufdrdngen. Weiter miissen wir uns fragen, welche Petri-Netze (mit kontrollierenden
Zustdnden und nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen) die einfachsten sind im Hinblick
auf die eventuelle Simulation. Ist es vielleicht das Petri-Netz aus dem Beispiel A66.5 ?
(das Petri-Netz Abb.9 lassen wir bewuflt aufer Betracht, weil es bereits zwei inhibitor-
Kanten enthdlt). Die positive Beantwortung beider Fragen wiirde das Problem der di-
mensionsbezogenen Semilinearitdtsgrenzen auf die Simulierbarkeit eines bestimmten
Petri-Netzes reduzieren (z.B. Ab6.5 ). Dadurch konnten die sicherlich aufwendigen Beweise
(diese Erfahrung werden wir noch reichlich machen diir fen) iiberfliissig werden. Im letzten
Kapitel dieser Arbeit werden wir versuchen, diesen Weg zu gehen. Nur dort, wo die Se-
milinearitdtsgrenzen Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante mittelbar oder unmittelbar
betreffen, soll die exakte Beweisfiihrung nicht ausbleiben.

Bevor wir mit einer weiteren, fiir unsere Betrachtungen relevanten Semilineari-
titsgrenze fortfahren, studieren wir noch eine andere mogliche Simulation des Petri-Netzes
aus Abb.5, und zwar in einem Vektor-Additionssystem mit zwei zusdtzlichen Stellen und
zwei inhibitor-Kanten (letztere sind dafiir unbedingt erforderlich). Die Abb. 10 schildert
die Zustandsverdnderungen, die einmal mehr auf die inzwischen hinldnglich bekannte
Schaltfolge t,tyts5t4(t))?t 2ty zuriickgehen. Die Abb. 11 enthdlt eine Zusammenstellung von
bislang kennengelernten Simulationsméglichkeiten, bezogen jeweils auf entsprechende
Varianten des Grundmodells.® Der interessante Punkt an den Beispielen A66.9 und A66. 10
ist der, daf3 zwei inhibitor-Kanten, eingesetzt als Simulationsmittel oder als Kompaktie-
rungsmittel des zu simulierenden Petri-Netzes, gleiches bewirken, ndmlich die Verschiebung
der dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenze gegeniiber dem Grundmodell.

5 Gemeint ist vor allem die Kompaktierung von WPNC’s und Zihlerautomaten, die im nichsten Kabpitel ausfiihrlich
diskutiert werden.

6 Mit der Simulation der kontrollierenden Zustinde auf der Basis des Grundmodells meinen wir ein gewdhnliches
X:ll(ltor—idditionssystem mit 6 Stellen (davon 8 Simulationsstellen), das laut Lemma 3.8 existiert. Siehe auch
ang A.
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Die Beispiele A66.9, Abb. 10 (zusammen mit Lemma 5.2) belegen zwar die Ver-
schiebung der Semilinearititsgrenze durch inhibitor-Kanten. Auf der anderen Seite wollen
wir nicht vergessen, daf3 zwei solche Kanten ein sehr starkes Mittel sind (wegen der noch
zu prdzisierenden Simulierbarkeit von Turing-Maschinen - §6). Auflerdem sind zwei
kontrollierende Stellen in dieser Hinsicht gleichwertig ( Abb.2 ). Unsere Fragestellung geht
daher in die Richtung, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante eine solche Verschiebung
verursachen kann. Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir die dimensionsbezogene
Semilinearitdtsgrenze fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssysteme (ohne kontrollierende
Zustdnde).

Auf der Suche nach einer geeigneten Beweisstrategie iiberlegen wir zundchst, welchen
Wert die bislang erzielten Resultate im Hinblick auf die zu beweisende Aussage darstellen.
Erinnern wir uns z.B. an das Korollar 3.7, das uns die Moéglichkeit liefert, Stellen mit
beschrdinkten Projektionen der Erreichbarkeitsmengen mit Hilfe von kontrollierenden Zu-
stdnden zu simulieren. Vierdimensionale Vektor-Ersetzungssysteme mit (mindestens) zwei
solchen Stellen sind demnach durch (héchstens) zweidimensionale Petri-Netze (wegen
Lemma 3.1 sogar Vektor-Additionssysteme) mit kontrollierenden Zustdnden simulierbar,
und daraus folgt sofort die Semilinearitit der Erreichbarkeitsmengen (Theorem 5.4 oder
bereits das Lemma 5.1). Welche Aussage ldft sich aber aus dieser Uberlegung ableiten,
wenn drei oder gar alle vier Stellen unbeschrénkte Projektionen der Erreichbarkeitsmengen
haben ? Eine willkiirliche Einschrinkung der Aufnahmekapaczititen zweier Stellen? er-
moglicht zwar wieder den gleichen Ansatz - nicht aber den Schluf auf die Semilinearitdt
der Erreichbarkeitsmengen. Auch nicht in dem zwangsldufig spezifizierten Teilgitter von
N* (rein mengentheoretisch zu verstehen), weil wir ja nur Schaltpfade zulassen, die in
diesem Teilgitter verbleiben. Sollte aber eine dhnliche Aussage auch in den anderen Re-
gionend moglich sein, dann lige es nahe, hier eine Art ,divide & conquer” zu verfolgen. In
der zweiten Phase (,,conquer”) miiften dann auch solche Schaltpfade beriicksichtigt werden,
die all diese Regionen ,durchwandern”, was umso einfacher sein diirfte, je héher die
Qualitdt der Teillosungen in den einzelnen Regionen sein wird. Und diese Teillosungen
werden uns wohl kaum mehr liefern als die Semilinearitit und vielleicht Berechenbarkeit
der Erreichbarkeitsmengen - wahrscheinlich eben nur auf einigen Schaltpfaden und in
gewissen Teilgittern. Formal wollen wir solche Aussagen folgendermafen notieren:

RECIINN; NCGCN® (darunter verstehen wir die Erreichbarkeitsmenge des
Petri-Netzes P im Teilgitter N auf Schaltpfaden aus G).

7 Petri-Netze mit eingeschriinkten Aufnahmekapasititen der Stellen sind eine weitere Grundmodell-Variante, die
wir hier allerdings nicht zu diskutieren brauchen. Diese Eigenschaft kann problemlos mit Hilfe von entsprechend
angebundenen komplementiren Stellen herbeigefiihrt werden (vgl. Diskussion des Beispiels 155.2, §2), die
ebenfalls durch kontrollierende Zusténde simulierbar sind.

8 Teilgitter, deren Vereinigung das gesamte N* ergibt, wollen wir als Regionen bezeichnen. Implizit mitgemeint ist
also stets eine entsprechende Aufteilung des N*, allerdings nicht unbedingt disjunkt.



58

§5. DIMENSIONSBEZOGENE SEMILINEARITATSGRENZEN

Bis zum Ende dieses Kapitels verstehen wir unter V ein vierdimensionales und
gewohnliches Vektor-Ersetzungssystem. Die erste Teillosung haben wir bereits gewinnen
kdnnen:

Lemma 5.9. Fiir alle v, alle Komponentenpaare j,ke{1,2,3,4) mit j# k und alle
h, h.eN sind die Erreichbarkeitsmengen in den jeweiligen Regionen
H!'*={xeN"|x,;<h;Ax,<h,) auf Schaltpfaden aus diesen Regionen, fiir
alle Anfangsmengen M,esem(H’*) stets semilinear und effektiv bere-
chenbar. Es gilt also fir alle j,ke{1,2,3,4),j#kund h;,h,eN:

VMoesem(H"*y: RU" (M) esem(H'Y).

Beweis: Da die Stellen s, und s, nicht gréfer werden koénnen® als entsprechend h; und
h,, konnen sie laut Korollar 3.7 durch kontrollierende Zustdnde ,,wegsimuliert” werden.
Unsere Behauptung folgt dann aus dem Lemma 5.1. o

Wichtig an dieser Aussage ist der allgemeine Quantor, der dahinter steckt. Die Wahl
der Konstanten h;und h, ist ndmlich vollig beliebig. Das im nachstehenden Lemma fest-
gehaltene Resultat gilt dagegen nur bei geeigneter Wahl der entsprechenden Konstanten.

Lemma 5.10. Fiir alle (gewoOhnliche) Vektor-Ersetzungssysteme 9" und alle Kompo-
nenten ie{l,..,n) gibt es eine effektiv berechenbarel® Konstante
h'={h\,..,h;} mit hi=0, sodaB gilt: Es gibt effektiv berechenbare und
semilineare Mengen, die die Erreichbarkeitsmengen des ¥* in den jewei-
ligen Regionen H'= {x e N*| x 2 h'} auf Schaltpfaden aus diesen Regionen
ginzlich enthalten, die ihrerseits aber Teilmengen der Erreichbarkeits-
mengen von V" sind. Formal heif3t das fiir die jeweiligen Regionen:

IL'esem(H'): RU(M,)C L' SR, .(M,) fir alle Moesem(H').

Bemerkung: Zwar ist diese Aussage sogar dimensionsunabhdingig - in anderer Hinsicht ist
sie jedoch deutlich schwdcher, als das Lemma 5.9. Das hingt zum einen mit dem spezi-
fischen Quantor zusammen ( 3h'), zum anderen erhalten wir nicht die Erreichbarkeitsmenge
selbst, sondern deren semilineare Obermenge. Wichtig ist aber, daf diese ,Einhiillende” in
der gesamten Erreichbarkeitsmenge des V" enthalten ist, was unser Beweis ebenfalls belegt.

9 Damit meinen wir selbstverstindlich die Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf die jeweiligen Stellen, die
in diesem Falle beschrinkt sind.

10 Die Berechenbarkeit der relevanten Konstanten und Erreichbarkeitsmengen bis hin zu der gesuchten Erreich-
barkeitsmenge von ¥ soll vollstindigkeitshalber festgehalten werden. In der Tat markiert unser Beweis einen
(wenn auch nicht sehr zu empfehlenden) Algorithmus sur Berechnung dieser Menge, obwohl die Berechenbarkeit
aus der Semilinearitit sofort folgt.
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Beweis: Zundchst beobachten wir, daf die Testvektoren in Vektor-Ersetzungssystemen nur
hinreichend nahe an den entsprechenden Gitterachsen von Bedeutung sind. Fiir die dqui-
valenten Petri-Netze heifit es, dafy die kontrollierenden Stellen uw.U. keine Transitionen
effektiv kontrollieren. Sei g=(g,,..,g.) € N" mit g,=max{k(s;,t)|teT:k(t,s;)>0) fiir
alle je{1,..,n}. Im Teilgitter G={xeN"|x2g)} verhdlt sich jedes Vektor-Ersetzungs-
system V" wie ein Vektor-Additionssystem U" d.h. wir konnen fiir alle Transitionen teT
die folgende Modifikation hinsichtlich aller Stellen s, e S vornehmen, ohne das Verhalten
und insbesondere die Erreichbarkeitsmengen von V" (in dem oben spezifizierten Teilgitter)
zu verdndern:

£'(s; 1)=0Ak(t,s,)=k(t,s,)-k(s,;.t) falls &(t,s;)2£(s;.t),
£°(t,s))=0Ak (s, t)=k(s;, 1)-k(l,s,) falls &(t,s;)<k(s;.1).

Das so konstruierte Petri-Netz geniigt of fensichtlich (PN*), ist also ein (gewdhnliches)
Vektor-Additionssystem. Deshalb kénnen wir sicherlich die folgende Aussage machen:

Lemma 5.10.1, Fir jedes gewodhnliche Vektor-Ersetzungssystem %" existiert ein
Vektor-Additionssystem & " (ebenfalls ohne inhibitor-Kanten) und eine
effektiv berechenbare Konstante g={g,,..,g,.}, soda im Teilgitter
G={xeN"|x2g) die Aquivalenz ¥" = 4" besteht. Insbesondere gilt:

RI(M,) = RICW(M,) fiir alle MycG. o]

In hinreichend kleinen Dimensionen kann aus dieser Aquivalenz die Semilinearitit
der Erreichbarkeitsmengen in G gefolgert werden, was fiir den hier betrachteten vierdi-
mensionalen Raum vorerst vielversprechend erscheinen mag. Dennoch geht diese Qualitdt
der Aussage im Laufe der weiteren Uberlegungen verloren. Wir erhalten lediglich - dhnlich,
wie im Lemma 4.6 - ,legale” Uberdeckungen (Einhiillende) der relevanten Mengen, und
deshalb wollen wir von Anfang an mit solchen Strukturen arbeiten. Wir iiberlegen uns daher
die Konsequenzen in beliebig grofien Rdumen und streben eine dimensionsunabhdngige
Aussage an.

Korollar 5.10.2. Seien ¥* und %" wie im Lemma 5.10 In Abhingigkeit von n gilt:

fiir n<S: YMyesem(G): R[vc,.](Mo)esem(G),

fir n>S: 366G YMyesem(G') ILesem(G’):
REI M) c LeREI(M,) .

Beweis: Der Austritt aus G, bzw. G kann z.B. durch zusdtzliche Stellen mit entsprechenden
Anfangsmarkierungen verhindert werden. Allerdings, um dimensionsbezogene Aussagen
machen zu konnen, benitigen wir eine bessere Losung. Offensichtlich gilt:
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RGN M) =R (Mo-g)+g falls Mo<G,

wobei M = g als Translation zu verstehen ist. Damit bringen wir die gewiinschte Simulation
ohne zusdtzliche Stellen zustande. Die Lemmata 5.10.1 und 5.2 transitiv genommen, liefern
dann sofort die Behauptung fiir n<S. Fiir n>S erhalten wir allerdings ein deutlich
schwdcheres Ergebnis. Die Aquivalenz V" =U" aus dem Lemma 5.10.1 legt die Einbettung
vom Lemma 4.6 in das Teilgitter G° nahe, woraus ein G°C G resultiert, in dem die Er-
reichbarkeitsmenge des V" semilinear eingehiillt werden kann (diese Einhiillende enthdlt
ausschlieflich Punkte, die auf Schaltpfaden aus G erreichbar sind, d.h. nur Punkte aus der
Erreichbarkeitsmenge von V*"). Sei also G*={xeN"|x.2 g’} fiir ein g’ 2 g im Sinne dieser
Einbettung 11 Zusammenfassend erhalten wir:

0 B B e 4 e R

Lemma 5.10.1/5.10.2

Abb. 12

11 Laut Lemma 4.6 miissen ledxglxch beliebige n-2 Komponenten von g’ hinreichend groB sein gegeniiber g. In-
teressanterweise gibt es sogar eine lineare Einhtillende der betrachteten Erreichbarkeitsmenge - vorausgesetzt,
daB beliebige n-1 Komponenten von g entsprechend modifiziert werden. Siehe dazu [10].

"
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IG'CGYMyesem(G')ILesem(G"):

- s o 46 46 o s'lo'lxlcl y o
Ron ' (Mo) = Ryn'(Mo) €L < Rpi(Mo) = RyW(Mo).

Es ist wohl kaum zu erwarten, daf} dieses Resultat bereits ausreicht, um zusammen
mit dem Lemma 5.9 den Schlufl auf die dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze ge-
wohnlicher Vektor-Ersetzungssysteme zu ermoglichen. Wir beobachten, dafi - unabhdngig
von der Wahl der Konstanten h; und h, aus dem Lemma 5.9 - auch fiir n= 4 stets

U H!*
G U| j.ke{1.2.3.4) #N*
jrk

gilt, weil ja Punkte mit nur einer hinreichend kleinen Komponente von dieser Vereinigung
nicht erfasst werden. Aus diesem Grund betrachten wir etwas ,.grofere” Teilgitter, ndmlich:

G'={xeN"|x,;2g;,j#i}2G fiir alle ie{1,..,n}.

(Diese ,,Sdulen” konnen jeweils als disjunkte Vereinigungen G'VG” = G' angesehen werden,
mit G = G'\G’). Seien x,y € G". Wir analysieren Schaltpfade zwischen den beiden Punkten
aus den Regionen G' fiir ein gegebenes i. Nehmen wir an, daf} die Stelle s keine Transition
kontrolliert. Damit kénnten wir das vorherige Korollar fiir dieses G' formulieren, was der
zu beweisenden Aussage aus dem Lemma 5.10 (aber nur fiir dieses G') gleichkdme. Es wdre
ja nur H'=G"' zu setzen. Ansonsten wiirden Schaltpfade zwischen x und y i.a. gegen die
Schaltregel fiir V" verstofen, sollten sie das Teilgitter G~ ,,betreten”, d.h. Punkte von dort
beinhalten. Solche Schaltpfade wdren aber mit Sicherheit zuldssig (oder genauer: die
Schaltfolgen, auf die sie zuriickgehen) hinsichtlich aller Stellen s # s,. Die Legalitdt dieser
Schaltpfade hinsichtlich s, versuchen wir durch geeignete Permutation der entsprechenden
Schaltfolgen herzustellen. Offensichtlich erreichen wir stets die gleichen Endpunkte auf
permutierten Schaltpfaden - von deren Zuldssigkeit einmal abgesehen. Bis zum Ende dieses
Beweises sei v eine fiir U" zuldssige Schaltfolge mit x -  y.

Lemma 5.10.3, Jede Schaltfolge v kann unabhiingig von x und y so permutiert werden,
daB sie hinsichtlich s, zuldssig wird.

Beweis: Die Schaltfolge v zerlegen wir in zwei Teile: v*, bestehend ausschlieflich aus
Transitionen mit £(t,s,)2 &(s,,t) und v~ mit allen anderen Transitionen. Wir lassen zuerst
alle Transitionen aus v" feuern. o

Durch diese simple Permutation haben wir den Eintritt in das Teilgitter G” zwar
verhindert - den Austritt aus G' aber in Kauf nehmen miissen. Die Zuldssigkeit der hier
betrachteten Schaltfolgen beziiglich s, tangiert diese u.U. beziiglich aller anderen Stellen,
was nicht gerade auf ein sehr wertvolles Resultat hinzudeuten scheint. Nichtsdestotrotz ist
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es unschwer zu erkennen, dafl man in einigen Fdllen Erfolg haben wird mit dieser Per-
mutation. Sicherlich wird es von dem Petri-Netz selbst und der betrachteten Schaltfolge
abhdngen - aber auch davon, wie weit die Punkte x und y von g entfernt sind. Weiter wird
man diese Permutation wohl dahingehend variieren kénnen, daf der Austritt aus G' entweder
verhindert oder zumindest begrenzt wird, im Sinne der Entfernung von G'. Entscheidend
in diesem Zusammenhang ist die Frage, ob fiir jedes Petri-Netz eine solche Konstruktion
moglich sein wird. Mit anderen Worten: gibt es eine Konstante h'={h,..,h;} mit h'2 g}
fiir j # i, sodaf} jeder v-Schaltpfad zwischen x und y aus H' = {z € G'| z 2 h'} auf zuldssige
Form permutiert werden kann ? Dieser Schaltpfad diirfte dann H' zwar verlassen - nicht
aber G'. Diese Frage wollen wir in den nachfolgenden Uberlegungen kliren.

X, Lemma 5.10.3

< - vor der Permutation
< - hach der Permutation

Abb. 13

Zur Erinnerung: G’ ist die Menge von Punkten, die hinreichend weit entfernt sind von allen
Gitterachsen (im Sinne des Korollars 5.10.2).
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Lemma 5.10.4. Fir alle (gewdhnlichen) Vektor-Ersetzungssysteme %" und alle Kompo-
nenten ie{1l,..,n) gibt es eine Konstante h‘e N",h;=0, sodafl alle
v-Schaltpfade (zulissig fiir &") zwischen x und y aus H'={z|z2h'} auf
Schaltpfade aus G permutiert werden kdénnen.

X, y Lemma 5.10.4
/7

< < - vor der Permutation
< - nach der Permutation

9, F---

L4

Abb. 14

Beweis: Zundchst bringen wir v auf die Form v'v~, wie im Lemma 5.10.3 bereits durch-
exerziert. Unser Ziel ist es, Teile dieser Schaltfolgen abwechselnd so umzusetzen, dafi der
daraus resultierende Schaltpfad einerseits in die Region G~ iiberhaupt nicht eindringt, sich
aber anderseits moglichst wenig von G' entfernt. Letzteres bedarf einer Prdzisierung. Die
Zahl

6,=max{z;|1<j<n,j+#i fiir alle z auf dem Schaltpfad v}
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bezeichnen wir als dessen Entfernung von ¢t Das Problem besteht darin, diese Entfernung
fiir alle v und unabhdngig von x und y einzuschrédnken. Dann brauchen wir nur noch G'um
6, weiter weg von den Gitterachsen zu wdhlen, um die Zuldssigkeit der hier relevanten
Shaltfolgen zu erreichen.

Dazu betrachten wir den Grenzfall x =y =g (die Verallgemeinerung auf x,y mit
x 2 g,y 2gist dann trivial ). Sollte fiir alle Transitionen, die v* zuzuordnen sind (d.h. nicht
nur diejenigen, die in der betrachteten Schaltfolge vorkommen), k(t,s ;)2 k(s,,t) fiir alle
s, €S gelten, dann konnten wir v' v~ feuern lassen, was auf 6, = O fiir solche Petri-Netze
hinauslaufen wiirde. Von diesem Spezialfall abgesehen, kommen wir jedoch nicht umhin,
G'={zeN"|z¢G") zu betreten. Betrachten wir eine Transition t*, die in v* vorkommt. Da
ein Schaltpfad mit der hier vorausgesetzten Eigenschaft (d.h. mit Wiedereintritt ins H' )
méglich ist, muf es eine Transition oder eine Schaltfolge t~ mit Transitionen aus v~ in v~
geben, sodafl der Schaltpfad t* <t~ einen Endpunkt aus G' trifft. Und weil es nur endlich
viele Transitionen gibt, gibt es auch nur endlich viele ", die dieses bewirken. Leider kann
dieser Schaltpfad in die Region G~ eindringen, was wir unbedingt vermeiden wollten. Wenn
aber zuerst noch weitere Transitionen aus v* feuern und anschliefend die dazugehérigen
Schaltfolgen <~, dann liegt der Endpunkt u.U. in G'. Damit der hier betrachtete v-Pfad
méglich sein kann, kann es nur endlich lange und folglich endlich viele Schaltfolgen mit
Transitionen aus v" geben, die unbedingt feuern miissen, damit die dazugehorigen ©~ den
Schaltpfad wieder ins G' fiihren konnen. Daraus konnen wir aber 6, sicherlich berechnen,
weil es nur endlich viele Kantenviel fachheiten gibt. o}

Obige Uberlegung hat den Beweis dafiir erbracht, da die Entfernung von H' bei
der angestrebten Permutation beschrdnkt ist, d.h. es gibt ein 6N mit 6=256""% das den
gesetzten Anforderungen geniigt. Sei h'={h\,..,hi)y mith}=g,;+0, j #i. Die etwas schmdler
gewordene Sdule H' betrachten wir hier analog zu G' als disjunkte Vereinigung H' UH".
Das vorherige Lemma belegt:

VMyesem(H) 3Lesem(H):

5.10.4

Y ) 5.10.4 o9 ,y 5-10.2 3
(RUIMINH) € 1 € (REAMINH) € (R,i(Mo)NH)C R ,u(Mo).

Wir miissen nur noch kldren, ob die Erreichbarkeitsmenge in H” = H'\H’ ebenfalls, wenn
nicht direkt berechnet, dann wenigstens ,legal”, d.h. durch eine semilineare Teilmenge der
gesamten Erreichbarkeitsmenge eingehiillt werden kann. Nehmen wir an, daf die Stelle
s € S nur eine Transition t' € T kontrolliert. Wir betrachten das Petri-Netz V" ohne diese
Transition (V"\{t"} ), in dem trivialerweise keine Transition innerhalb von H' kontrolliert
wird. Wegen der of fensichtlichen Inklusion

Ry, (DSR4 ()
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sowie der Aquivalenz V" =U"in H'konnen wir sicherlich schreiben:
(%LU MINH) = (RUIYRUIM)NH ) A H” ) = (R KUY MG)NH )N H”)

fiir alle Myc H'. Da wir aber weder x[,’:"(o)nH’ noch :RL’Z"(-) direkt berechnen konnen,
diirfen wir lediglich folgern:

VYMyesem(H) 3Lesem(H"):

\ 5.10.2
RUIMo) L (REUMINHY) € (Rpn(MoINH') SR, (M,).

Sicherlich ist die Fixierung der Anfangsmenge als Teilmenge von H’ keine we-
sentliche Einschrdnkung der Allgemeinheit. Denn, falls die Anfangsmenge gdnzlich in H”
liegt, brauchen wir nur die (semilineare) Einhiillende von

RAMNH

fiir M, einzusetzen. Und sollte M, die beiden Regionen iiberlappen, dann behandeln wir
M,NH und M nH"” dementsprechend. Damit erhalten wir die Erreichbarkeitsmenge des V"
in H'(im mehrfach genannten Sinne), allerdings vorerst nur unter der Voraussetzung, daf
die Stelle s nur eine Transition kontrolliert. Nehmen wir aber an, daf wir das gleiche
Resultat errechnen konnen, wenn diese Stelle n Transitionen kontrolliert. Die Erreichbar-
keitsmenge in H” kennen ohnehin und die in H” konnten wir - laut Voraussetzung - unter
Ausschluf} einer weiteren, durch s, kontrollierten Transition t,.,, berechnen. Von Belang
wdre nur noch, wo die Anfangsmenge liegt, was wir aber zuletzt durch Fallunterscheidung
gemeistert haben.

Die Behauptung aus dem Lemma 5.10 folgt daher induktiv nach der Anzahl der
durch s jkontrollierten Transitionen, wobei wir vollstindigkeitshalber festhalten wollen, daf3
unsere Uberlegung einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von L markiert. x

Damit haben wir das um eine Komponente abgeschwdchte Pendant zum Lemma 4.6
fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssysteme bewiesen. Die Frage, ob unsere Beweisfiihrung
auf zwei Stellen (wie im Lemma 4.6) verallgemeinert werden kann, ist jedoch zu verneinen.
Nehmen wir z.B. das Petri-Netz aus Abb.2 und das Komponentenpaar (4,5), so stellen wir
fest, dap die Stellen s ,und sseinerseits bestimmte Transitionen kontrollieren und anderseits
komplementdr geschaltet sind. Eine solche Situation kann bei gewohnlichen Vektor-
Additionssystemen nicht eintreten, was die Aussage aus Lemma 4.6 verstdndlich erscheinen
lapt. In unserem Fall konnen wir keine vergleichbaren Resultate gewinnen - etwa in
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{xeNS|x2aq) fiir ein a=(a,,..,as) Mt a,=as=0. Gerade daraus resultiert die Ver-
schiebung der Semilinearititsgrenze. Aus Lemma 4.6 und 5.9 (fiir Vektor-Addi-
tionssysteme) wurde in [10] die Semilinearitdtsgrenze n* =S hergeleitet. Da das Lemma
5.9 uneingeschrdnkt gilt (u.U. auch bei mehreren inhibitor-Kanten, wie das Theorem 5.5
lehrt), kann nur eine abgeschwdchte Form von 4.6 gelten.

Diese Vorgehensweise ist im Hinblick auf die hier nicht gekldrten Semilineari-
titsgrenzen sehr zu empfehlen. Nehmen wir z.B. Vektor-Additionssysteme mit genau einer
inhibitor-Kante und ohne kontrollierende Zustdnde. Das Lemma 5.9 gilt wegen Theorem
5.4. Zu zeigen bleibt nur noch Lemma 4.6 fiir diese Variante (ein guter Einstieg ist der
Satz iiber schwach-monotone inhibitor-Transitionen, §7). Das Zusammenfiigen beider
Resultate kann wie in [10] verlaufen. Anders sieht es aus, wenn eine weitere inhibitor-Kante
hinzukommt. Beide Teillosungen verlieren dann ihre Giiltigkeit. Auf diese Fragen kommen
wir noch zuriick (§6).

Im weiteren Verlauf unserer Uberlegungen bedienen wir uns der in [10] ange-
wandten Beweistechnik - selbstverstdindlich in etwas abgednderter Form, weil die Aus-
gangsbedingungen anders sind. '

Das Lemma 5.10 liefert zwar ein interessantes, dimensionsunabhdngiges Resultat
- ist aber im Hinblick auf die zu beweisende Aussage nur im vierdimensionalen Gitter von
Bedeutung. Deshalb gehen wir von der (etwas bedingten) Semilinearitdt und Berechenbarkeit
der Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen in folgenden Regionen in N* aus:

H’"*cN* fiir alle j,ke{1,2,3,4),j#k (Lemma 5.9),

H'c N* fiir alle i€ {1,2,3,4) (Lemma 5.10).

Im zweiten Teil des ,divide-& conquer”-Verfahrens kombinieren wir diese Teillésungen zu
einer globalen Losung, ndmlich im gesamten N*. Seien:

H™= u H' und H"'= u H"*
1£j<4 1<j, k<4
Jrk

Das Lemma 5.9 gilt fiir alle h;, h, € N und deshalb kénnen wir durch geeignete Wahl dieser
Konstanten dafiir sorgen, daf die (nichtdisjukte) Vereinigung von H'') und H") bereits N*
ergibt. Betrachten wir weiter den Durchschnitt H' *nH* ' fiir j# k= 1# j. Dieses Gitter
besteht of fensichtlich aus endlich vielen eindimensionalen Gittern h ., die parallel zuein-
ander und zu einer Gitterachse liegen. Gleiches gilt sicherlich fiir:
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Es ist klar, daf dieser Sachverhalt von essentieller Bedeutung fiir uns ist (denken wir doch
an das Lemma 4.1). Nicht ganz unproblematisch ist jedoch die Frage, wann ein Schaltpfad
eine ,Linie” h, e D durchkreuzt. Deshalb brauchen wir eine etwas andere Menge, ndmlich:

D={xeN*|x-'y, teT,xeH" ,ye H"', H"/# H*},

fiir die sicherlich ebenfalls gilt:

m
D= U h,fiir einmeN. (Es ist DCD).
=1

Bemerkung: Die nachfolgende Abbildung zeigt diese "Linien” im dreidimensionalen Raum,
wobei klar ist, daf in diesem Raum die Semilinearitit sofort folgt, falls sie hinreichend
weit von allen Achsen gegeben ist. Zum Schluf} dieses Kapitels kommen wir noch darauf
zuriick (Lemma 5.15) und attestieren eine weitere, dimensionsbezogene Semilinearitdts-
grenze.

xl
D
A;////
P e o g ==
P e g = %2
1
_—1
X //
g




68

85. DIMENSIONSBEZOGENE SEMILINEARITATSGRENZEN

ALGORITHMUS A3
input (M,, V,{H''*,H/|1<j,k<4}) ; /¥  Myesem(N*), V-ein gewdhnliches
Vektor-Ersetzungssystem der Dimension
n= 4, sowie die zuvor fixierte Aufteilung
von N*, */
begin /* Die Grundstruktur ist ein direkter, azyklischer Graph (Baum).
Jeder Knoten beinhaltet eine Menge set(-) S N* und eine Mar-
kierung tag(-)e{open,closed), sowie Verweise auf den Vor-
gdnger und den (die) Nachfolger. */
1)  let set(root)=M,; tag(root)=open; /* root hat keine Vorgdnger */
%) on pick leaf:tag(leaf)=open; if not existsgo e ; /* leaf hat keine
Nachfolger */
3)  if set(leaf)c H'* /* j.ke{l,2,3,4),j*k */
4) begin
5) let M =set(leaf)URY "(set(leaf)); /* Lemma 5.9 */
6) let M = Mushift(M); /* shift(M)={x|y-'x,yeM,teT) */
7) for each (je{1,2,3,4)) do
8) create succ;
next
let leaf - succ,set(succ)=MnH', tag(succ)=open;
/* succ wird direkter Nachfolger von leaf */
9) end ;
10)  jf set(leaf)< H' /* je{1,2,3,4) %/
11) begin
12) if 3ancestor(leaf)c H' let tag(leaf)=closed; go on ;
/* gemeint ist ein nicht unbedingt direkter Vorgdnger */
13) let M =set(leaf)ul'; /* L' 2RV Y(set(leas)), Lemma 5.10 */
14) let M = MUshift(M);
15) for each (j,ke{1,2,3,4), j#k) do
16) create succ;
next
let leaf - succ,set(succ)=MnH’*, tag(succ)=open ;
17) end ;
18)  goon;
19 = o a
) e output (L—nolj“set(leaf)) ; /¥ L=2R$(M,) */
end.
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Ein Schaltpfad, der von einem Gitter H"' direkt in ein effektiv anderes Gitter H*"'
hineinlduft, enthdlt of fenbar einen Punkt aus D. Erfolgt dieser Ubertritt nur indirekt, d.h.
auf dem Umweg iiber H', dann ist dies nicht mehr zwingend. Uber Schaltpfade mit einem
Punkt aus h,e€ H"' und mit dem unmittelbar ndichsten Punkt aus einer effektiv anderen
Region H*'' sagen wir, daf sie h, (und damit auch D) durchkreuzen. Nennen wir solche
Schaltpfade B- Pfade - im Gegensatz zu a- Pfaden, die D iiberhaupt nicht durchkreuzen.
Die zu beweisende Behauptung (Theorem 5.14) folgt induktiv nach m , der Anzahl der b,
aus denen sich die Menge D zusammensetzt. Der Induktionsschluf} ist allerdings nur unter
der Voraussetzung moglich (dann aber auch trivial ), wenn die ,.einhiillende Semilinearitdt”
fiir alle B-Pfade gezeigt werden kann, d.h. Schaltpfade, die u.U. alle Linien aus
D durchkreuzen. Auch hier gehen wir den induktiven Weg, ndmlich nach p: 0<p<m, der
Anzahl der durch B - Pfade durchkreuzten Linien h, € D. Insofern sind das zwei ineinander
verkeilte Induktionen. Wir beginnen mit p =0, den a - Pfaden also. (Die im nachfolgenden
Algorithmus errechnete Menge kann natiirlich auch Punkte enthalten, die auf B- Pfaden
erreichbar sind. Dieser Sachverhalt geht auf das Lemma 5.10 zuriick, das Schaltpfade aus
dem Teilgitter G’ und nicht ausschlieflich aus H' zuldft.)

Lemma 5.11. Der Algorithmus A3 berechnet (stets in endlicher Zeit) eine Menge aus
sem(N*) fur alle (gewohnliche) Vektor-Ersetzungssysteme der Dimension
n=4 und alle Anfangsmengen M,esem(N*). Diese Menge enthilt alle
auf a -Pfaden erreichbaren Punkte aus N*, anderseits aber nur Punkte
aus der Erreichbarkeitsmenge von V.

Beweis: Als erstes beobachten wir, daf alle Knoten in dem erzeugten Baum ausschlielich
Mengen enthalten, die gdnzlich entweder in einem Teilgitter H' oder in H"* enthalten sind.
Wir kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf3 auch die Anfangsmenge M, in einer solchen Region
liegt. Da in den Zeilen 8) und 1€) auch nur Mengen mit dieser Eigenschaft hinzukommen,
folgt unsere Behauptung induktiv nach der Linge des (Baum-) Pfades. Die gleiche In-
duktion zeigt dariiberhinaus, daf diese Mengen stets semilinear sind, denn in Zeile 1) haben
wir eine semilineare Anfangsmenge ( Induktionsanfang), in Zeilen 5) und 13) vereinigen wir
eine (laut Induktionsvoraussetzung) semilineare Menge mit stets semilinearen Mengen
(entsprechend Lemma 5.9 und 5.10) und dariiberhinaus ist die Semilinearitdt invariant unter
den in den Zeilen 6),8),14),18) yorgenommenen Operationen. Ferner ist der Baum stets endlich,
weil auf jedem Pfad ein Blatt mit set(leaf)< H' nicht unendlich oft auftauchen kann (ein
solcher Pfad wird in Zeile 12) ,.geschlossen”) und Bldtter mit set(leaf)g H''* zwischen
Bldttern vom Typ H' liegen miissen. Folglich wird in Zeile 19) eine endliche Vereinigung
von semilinearen Mengen ausgegeben. Es bleibt nur noch zu zeigen, dafy diese Menge alle
auf a - Pfaden erreichbaren Punkte enthdlt. Dazu betrachten wir einen solchen Schaltpfad
mit zwei aufeinanderfolgenden Punkten x,,x ., und x e set(leaf) fiir ein Blatt aus dem
errechneten Baum. Nehmen wir an, daf fiir dieses Blatt tag(leaf)=closed gilt. Dann gilt
sicherlich set(leaf)< H' fiir ein je{1,2,3,4) und es gibt einen Vorgdnger leaf” von lea f
in diesem Baum mit set(leaf") aus der gleichen Region und tag(leaf')=open. Sei
x, eset(leaf”) mit x, el x;. Dann gilt aber x eset(leaf’) und deshalb nehmen wir
einfach an: tag(leaf)=open. Liegt x ., in der gleichen Region, wie x,, dann gilt of -
fensichtlich x ., e set(leaf). Andernfalls gilt entweder
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x ;. €(set(leaf)ushift(set(leaf)))NnH' oder
x ;.1 €(set(leaf)ushift(set(leaf)))nH'*,

Die Sohne von leaf beinhalten aber beide Mengen, was den Induktionsschritt nach der
Ldnge des betrachteten a - Pfades liefert. o

Die Induktionsvoraussetzung bezieht sich primdr auf Schaltpfade, die hochstens p < m Linien
aus D durchkreuzen. Der Algorithmus, dessen Existenz vorausgesetzt werden soll, trifft
dennoch auch andere Punkte und zwar nach wie vor aus dem Grund, daf wir nicht die
Erreichbarkeitsmengen selbst, sondern deren Uberdeckungen berechnen kiénnen. Deshalb
muf} unsere Induktionsvoraussetzung lauten:

Induktionsvoraussetzung: (5.12) Die Erreichbarkeitsmengen der vierdimensionalen und
gewohnlichen Vektor-Ersetzungssysteme auf Schaltpfaden, die hdochstens p Linien (#)
aus D durchkreuzen, kénnen immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen
von erreichbaren Punkten eingehiillt werden. o

Lemma 5.13. Unter der Voraussetzung 5.12 gilt: Die Erreichbarkeitsmengen der
vierdimensionalen und gewodhnlichen Vektor-Ersetzungssysteme auf
Schaltpfaden, die héchstens p+ 1 Linien aus © durchkreuzen, kénnen
immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen eingehiillt
werden.

Beweis: Dafl diese Mengen vorerst nicht direkt berechnet werden, sollte uns nicht weiter
Storen. Spdtestens bei p=m ist dieser Sachverhalt belanglos. Ferner wissen wir, daf3 der
Algorithmus A3 keine Punkte treffen kann, die in dem gegebenen Vektor-Ersetzungssystem
nicht erreichbar wdren (die Operationen ¢, %" shift treffen nur einwandfrei er-
reichbare Punkte). Auch diese Behauptung wird also aus diesem Induktionsschritt folgen.
Die Induktion nach m st dann trivial und zusammen mit dem Spezialfall p = m erhalten
wir die im Theorem 5.14 aufgestellte Behauptung. Seien D" = {h,, .., h,} und D**' = DYu{h,y)
mit paarweise verschiedenen Elementen h, . Die Linie h, (wie alle anderen auch) ist ein
wohlgeordnetes, eindimensionales Gitter, das laut Lemma 4.1 nur endlich viele Linear-
komponenten enthalten kann. Eine abwechselnde Anwendung von (5.12), was semilineare
Mengen liefert, sowie Translationen ( shift ), die das Durchkreuzen von h, simulieren,
kommt deshalb in endlicher Zeit zum Stillstand und liefert eine semilineare Menge. x

Theorem 5.14. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewdhnliche
Vektor-Ersetzungssysteme ohne kontrollierende Zustinde betragt
n* =4, Es gilt:

Ry(My)esem(N*) fir alle Myesem(N*).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. X
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Unsere Beweisfithrung liefert nahezu automatisch noch ein weiteres Resultat,
nimlich die Semilinearitét der Erreichbarkeitsmengen von dreidimensionalen Petri-Netzen
ohne kontrollierende Zustéinde, allerdings (wegen Theorem 5.7) mit hdchstens einer
inhibitor-Stelle. Offensichtlich sind sowohl inhibitor-Kanten, als auch kontrollierende
Stellen in H={xeN®|x2a) fir ein aeN?> ohne Bedeutung und es besteht folglich
Aquivalenz zu einem dreidimensionalen Vektor-Additionssystem in dieser Region. Das
wiederum ist gleichbedeutend mit der Semilinearitit der Erreichbarkeitsmengen in H
(gerade das ist nicht mehr zutreffend, wenn noch zusdtzlich kontrollierende Zustinde
vorhanden sind) und zusammen mit dem Lemma 5.9, das durch nur eine inhibitor-Stelle
offensichtlich nicht tangiert wird, erhalten wir wieder unsere Teillosungen in

H'={xeN?®|x,<a,} fiir 1 £i<3, sowie in H,
fiir die sicherlich gilt (bei geeigneter Wahl von a ):
H'UH?UH®UH =N3,

Diese Resultate konnen wir sicherlich genauso verwenden, wie im letzten Beweis (die letzte
Abbildung zeigt exakt die Menge D in N*). Deshalb:

Lemma 5.15. Fiir Petri-Netze ohne kontrollierende Zustinde mit hochstens einer
inhibitor-Stelle gilt: n*2>3 x

Dieses Lemma verschdrft zwar etwas unsere Aussagen iiber Vektor-Additions-
systeme mit inhibitor-Vektoren - liefert jedoch keine exakten Semilinearitdtsgrenzen (auf
diese Fragen kommen wir im letzten Kapitel (§7) zuriick). Fiir Vektor-Ersetzungssysteme
gilt jedoch wegen Lemma 4.4 mehr:

Theorem 5.16. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir Vektor-Ersetzungs-
systeme mit genau einem inhibitor-Vektor und ohne kontrollierende

Zustinde (auch fir Petri-Netze mit beliebig vielen inhibitor-Kanten,
aber mit nur einer inhibitor-Stelle) betrigt n* = 3. Es gilt:

Ry.(Mo) € sem(N?) fiir alle Moesem(N?).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. o
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