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Im vorangegangenen Paragraphen haben wir u.a. die Auswirkungen von inhibitor-
Kanten auf dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenzen studiert - mit dem etwas iiberra-
schenden Ergebnis, daf3 kontrollierende Zustdnde in dieser Hinsicht wirkungsvoller sind.
Dennoch sind die inhibitor-Kanten ein Mittel, das qualitativ mehr ermoglicht, als nur das
Basismodell. Das belegt z.B. die Unentscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems, kann
aber auch im Zusammenhang mit der Simulation von Berechnungsvorgdngen beobachtet
werden. Wir beginnen mit einer partiellen Vorstellung des durch Rabin angedachten Kon-
zeptes der WPNC-Berechenbarkeit.

Definition 6.1. Sei P ein Petri-Netz mit einer Stellenmenge, die aus folgenden, paarweise
disjunkten Teilmengen besteht:

S={0)U{SIUXUR mit X ={x,,..,Xa}, R={r,,...T%).

Ferner gelte fiir alle Transitionen teT: k(o,t)=0und k(t,x,;)=0 fiir alle x,e X, sowie
k(t,s)2k(s,t). P mit einer Initialmarkierung m,(R)=(m,(r,),..,m,(r,)) ist ein schwa-
cher Petri-Netz-Computer fiir eine Funktion f: D->N mit DCN" (kurz: einm,(R)- WPNC
fiir f), wenn fiir alle Anfangsmarkierungen my(S) e N** 2mit my(R)=m,(R), mo(s) =1,
my(0) =0und my(X)eD gilt:

{[Re(Mo(SN|mexy-o} t o = 0.1, .., F(Mo(X))) .

Existiert ein m,(R)-WPNC fiir eine Funktion f, dann ist diese Funktion WPNC-
berechenbar.

Die Stelle s ist eine Art ,,Handbremse” und kontrolliert meistens alle Transitionen.
Wird sie mit einem Token belegt, so kann der Berechnungsvorgang beginnen. Es muf na-
tirlich fir die entsprechende Initialmarkierung der inneren Stellen, sowie eine Input-
Markierung gesorgt sein. Die Ausgabestelle o darf nicht grifer werden als f(x). Anderseits
muf3 m(o) = f(x) unbedingt erreichbar sein.

Wir wenden uns den ersten Beispielen zu. Besonders einfach ist der Addierer
( WPNC 1), der keine inneren Stellen besitzt. Der Multiplizierer ( WPNC 2) dagegen
benitigt vier solche Stellen und unbedingt eine bestimmte Initialmarkierung (hier:
m,(R)=(1,0,0,0)). Die Korrektheitsbeweise tiberlassen wir dem Leser mit dem Verweis

auf [18].[27].
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Die WPNC-Berechenbarkeit der Addition und Multiplikation liefert sofort einen
Petri-Netz-Computer fiir Polynome, d.h. f : N> N, f(x)=x° fiir ein aeN. Eine mogliche
(wenn auch nicht die kompakteste ) Konstruktion ist die a-fache Kaskade von Multiplizierern
( WPNC 3). Die Eingabe wird auf Stellen kopiert, die jeweils den zweiten Operanden fiir
entsprechende Sektionen liefern. Die erste Sektion multipliziert die Eingabe mit sich selbst
und liefert den ersten Operanden an die zweite Sektion. Diese wiederum multipliziert
(héchstens) x? mit x, usw.

M1

M2

Ma

WPNC3 f:N-N, f(x)=x",aeN

Durch geeignete Kombination der bisher diskutierten Gebilde konnen sogar Polynome
berechnet werden. Eine kompaktere Konstruktion findet der Leser in [18].

Um den Zusammenhang zwischen nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen und
der WPNC-Berechenbarkeit hinreichend schwieriger Funktionen zu beleuchten, berechnen
wir die Exponentialfunktion f:N->N, f(x)=a* fiir ein aeN (im Beispiel zur Basis 2),



76

§6. WPNC-BERECHENBARKEIT. ZAHLERAUTOMATEN.

mit Hilfe des Petri-Netzes aus Abb.2. Laut
Lemma 4.4, zusammen mit den Erkennt-
nissen aus dem §3 (gegenseitige Simu-
lierbarkeit der Petri-Netze aus den Bei-
spielen Abb.2 und Abb.4), sind alle Mar-
kierungen mit

m(s3) < 2m(s.)

m(sz)+

erreichbar und nur solche Markierungen.
Folglich konnen die Stellen s, und s; nur
so grofi werden, wie es die s, erlaubt.
Schliefen wir die Input-Stelle an die
Transition t, an, so wird stets gelten:

<2,

m(sz)*m 288)

Das Ergebnis ist dann den Stellen s, und s, unter Beriicksichtigung der notwendigen
Halbierung von m(s,) zu entnehmen. Diese Halbierung, wie iiberhaupt Division durch
Konstanten, ist durch geeignete Kantenviel fachheiten problemlos realisierbar. Damit haben
wir bewiesen, dafy WPNC 4 die Funktion f(x)=2* korrekt berechnet.

Immer wieder machen wir die Erfahrung, dafl sogar ein starkes Wachstum von
Funktionen keine unldsbaren Probleme bei der Berechnung im Sinne der Definition 6.1
bereitet. Sogar so stark wachsende Funktionen, wie die Ackermann-Funktion, sind
WPNC-berechenbar.l

All diese Funktionen haben allerdings eines gemeinsam. sie sind ndmlich monoton
wachsend. Diese Eigenschaft begiinstigt natiirlich die WPNC-Berechenbarkeit, weil ja unsere
Definition das ,,Herantasten an f(x) von unten” ausdriicklich gestattet. Aber gerade dieser
Umstand 1dft Schwierigkeiten bei der Berechnung von anderen Funktionen vermuten.
Nehmen wir z.B. das boolesche ,,NOT”. Diese sehr einfache, aber eben nicht monoton
wachsende Funktion ist nicht WPNC-berechenbar. Das liegt einfach an der Natur der ge-
wohnlichen Petri-Netze. Zwar haben wir im §3 festgestellt, daf} das ,,Testen auf <” u.U.
simulierbar ist (z.B. durch komplementdre Stellen), aber das wiirde die Initialmarkierung
von der Eingabe abhdngig machen. Bei einer festen Initialmarkierung, wie in der Definition
6.1 gefordert, erreichen wir jeden Punkt aus R(m,)erst recht bei einer Anfangsmarkierung,
die gréfer ist als m,. Folglich ist ,,NOT” nicht WPNC-berechenbar.

1 Realisierung von Rekursionen - siehe [18].
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WPNC4 f:N-oN, f(x)=2%

Diese Uberlegung lassen wir als Beweis fiir die nicht-Berechenbarkeit (auf der
Basis der gewohnlichen Petri-Netze) verschiedener Funktionen gelten. So sind z.B. Sub-
traktion, Division und Modulo-Division aus dem gleichen Grund nicht WPNC-berechenbar.
Diese Funktionen sind mindestens in einem ihrer Argumente nicht wachsend. Zwei
inhibitor-Kanten diirften da Abhilfe schaffen (wo sie doch sogar Turing-Maschinen si-
mulieren kénnen). Eine andere Frage ist, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante die an-
sonsten nicht gegebene Berechenbarkeit impliziert. Sicherlich ist das beim ,,NOT” der Fall.
Aber auch die Subtraktion realisieren wir problemlos mit Hilfe von WPNC 5.

Problematisch ist die Modulo-Division, die hinsichtlich beider Argumente die
notwendige Monotonie vermissen ldft. Hochstwahrscheinlich sind hier zwei inhibitor-Kanten
erforderlich, weil jede solche Kante nur eine Stelle auf 0 testen kann. Auf solche Funktionen
wollen wir hier nicht ndher eingehen. Stattdessen untersuchen wir die Modulo-Division zu
einer konstanten Basis ( f:N =N, f(x)=xmoda fiir ein aeN ), die offensichtlich nicht
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‘WTNC5 f:Nz—*N,f(xl.xz)=xl—x2,x.sz

WPNC6 f:N2-N, f(x)=xmoda,aeN
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WPNC-berechenbar ist. Auch diese Funktion kionnen wir unter Zuhilfenahme einer
inhibitor-Kante berechnen. In WPNC 6 kann die Input-Stelle nur dann leer werden, wenn
die innere Stelle r exakt f(x)=x mod a Token enthdlt, die nur in diesem Falle auf o
transferiert werden konnen.

Funktionen, die in nur einem ihrer Argumente nicht wachsend sind, konnten wir
bislang mit Hilfe genau einer inhibitor-Kante berechnen. Trifft das aber auf alle solche
Funktionen zu, d.h. sind sie alle - sagen wir - WPNC' - berechenbar ??2 Die ganzzahlige
Division f:N?2-> N, f(x,,x,)=|x,/x,| scheint dem zu widersprechen. Hier konnen wir aus
verstdndlichem Grund nicht mehr so vorgehen, wie bei der Modulo-Division. Auf diese und
andere offene Fragen werden wir in der abschlieflenden Diskussion ausfiihrlich eingehen.
Die nachfolgenden Uberlegungen, die sich mehr auf die Anzahl der Stellen hinsichtlich
oberer Schranken beziehen, hdngen ebenfalls mit diesen Fragen zusammen, wie wir gleich
sehen werden. Zuvor wollen wir aber unbedingt festhalten, was die Subtraktion und
Modulo-Division belegen, ndmlich die folgende doppelte Inklusion zwischen Klassen von
Funktionen, die durch WPNC’s mit oder ohne inhibitor-Kanten berechenbar sind.:

WPNC c WPNC!''c WPNC?%,

Auf den Einsatz von kontrollierenden Zustéinden in WPNC’s haben wir bislang
verzichtet - aus Griinden der Ubersichtlichkeit. Interessant wdre nun zu iiberlegen, inwieweit
die bislang vorgestellten WPNC’s kompaktiert werden konnten, falls man auf kontrollierende
Zustdnde zuriickgreifen wiirde. Diese konnen nichts an der Berechenbarkeit einer gegebenen
Funktion dndern - egal, ob im Sinne einer der Klassen aus der obigen Relation oder im
Sinne der WPNC-Berechenbarkeit tiberhaupt (Lemma 3.2, §3). Die Frage, ob alle Funktionen
WPNC-berechenbar sind, werden wir im folgenden ebenfalls diskutieren, wobei noch néher
zu prdzisieren bleibt, was hier unter ,,allen” Funktionen zu verstehen ist. Wir beschrinken
uns auf einargumentige und berechenbare Funktionen. Sei also:

F={f: N> N| f algorithmisch berechenbar )

Resultate, die fiir unsere Uberlegungen wertvoll sind, finden wir vor allem in der
Arbeit von Barsdin [30], die sich auf ein anderes, mit Petri-Netzen jedoch verwandtes
Maschinenmodell bezieht. Es handelt sich um sog. Zdhlerautomaten (auch Minsky-
Maschinen). Das in [30] diskutierte Spezialmodell (0.B.d.A.) dieser Maschinen wollen wir
nun vorstellen.

Definition 6.2. Ein n-Bagnd Zdhlerautomat CM" ist ein Tupel CM"=(Q,x) mit einer
endlichen Menge von Zustinden Q={q,,..,qn,) und einer Abbildung x:(QXN")->(QXZ")
mit der Eigenschaft:

2 Selbstverstindlich kénnen hier nur Funktionen gemeint sein, die {iberhaupt (algorithmisch) berechenbar sind.
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Vx,x'eN",q;€Q: x(q;,x)=x(q;,x")
falls {ie{l,...n}|x,=0)={ie{l,...n}|x’,=0).

Ob die Aquivalenz von Zdhlerautomaten zu einer bestimmten Klasse von Petri-Netzen besteht
(zu Vektor-Additionssystemen mit inhibitor-Vektoren und kontrollierenden Zustdnden et-
wa), werden wir spdter untersuchen. Zundchst aber wollen wir uns die Frage stellen, ob
dieses Gebilde als eine Art Turing-Maschine aufgefafit werden kann. Die Theorie von
Mehrband-Turing-Machinen wird als bekannt vorausgesetzt. Die Abbildung x konnen wir
sicherlich als eine Bewegungs- und gleichzeitig Zustandsiiber fiihrungsfunktion ansehen.
Zwar sieht das Grundkonzept von Minsky ein beliebiges Bandalphabet vor - die Berech-
nungsschritte sind aber ohnehin nur von der Position der Lesekdpfe (deshalb auch Zih-
lerkopfe genannt) und von dem vorliegenden Zustand abhdngig. Deswegen folgen wir hier
der Idee von Barsdin [30] und gehen davon aus, dafl die (unverdnderbaren) Inhalte der
einseitg begrenzten Bdnder als die Position der entsprechenden Sektoren interpretiert
werden. Folglich nehmen wir 0.B.d.A. an, daf die Sektoren auf jedem Band mit Null
beginnend durchnummeriert sind, wie unten dargestellt. Die andere Eigenart einer solchen
Turing-Maschine besteht darin, daf der vorliegende Zustand zu jedem Zeitpunkt fiir alle
Zihlerkiopfe gilt. Weiter einigen wir uns darauf, dafl ein Bandiiberlauf nicht zuldssig ist,
was der Natur von Petri-Netzen entspricht.

O/
0

Ein Zdhlerautomat ist also eine Turing-Maschine, sicherlich eine deterministische,
was an der Abbildung x liegt. Dieser Determinismus wirft allerdings ein anderes Problem
auf. Wir kénnen zwar jeden Zdhlerautomaten durch ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten
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simulieren, aber nicht umgekehrt. Die bei Petri-Netzen vorstellbare Situation, wo zwei und
mehr Transitionen gleichzeitig aktiviert sind, wiirde bei den Zdhlerautomaten bedeuten, daf
fiir eine Konfiguration (x, q) die Nachfolgekonfiguration nicht eindeutig bestimmt wdre,
was auf Nichtdeterminismus hinauslaufen wiirde. Halten wir aber fest, daf3 Zihlerautomaten
zu sog. single-path Petri-Netzen (mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zustinden)
dquivalent sind, d.h. solchen, bei denen hichstens eine Transition aktiviert sein kann.3

Definition 6.3. Eine Funktion feF, f:N2D-N ist CMB-berechenbar, wenn es einen
Zdhlerautomaten CM "gibt, der fiir alle Anfangskonfigurationen (x,0,..,0,q9,),x€D,qo€Q
immer in endlicher Zeit und in der Endkonfiguration (O, ..,0, f(x),q) hdlt, fiir ein g € Q.

Theorem 6.1. Jede Funktion f e F ist CM3-berechenbar. (Minsky), [30]4 &

Die ohnehin abgeschwdchte (da lediglich nicht-reflexive) Relation zwischen
Petri-Netzen und Zdhlerautomaten ist auf Zdhlerautomaten und WPNC'’s, und damit auch
auf WPNC*- und CM&2-Berechenbarkeit, nicht iibertragbar. Wir miifiten noch zusdtzlich
sicherstellen, dafl ein ausgewdhliter Zdhlerkopf den zu berechnenden Funktionswert nicht
tiberschreitet. Deshalb sind wir kaum in der Lage, bekannte Resultate auf das jeweils andere
Gebilde (oder die andere Art der Berechenbarkeit) zu verallgemeinern.

Auf noch griéfere Probleme stofien wir beim Versuch, die Semilinearitit der
Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen auf Zdhlerautomaten zu iibertragen. Letztere halten ja
in endlicher Zeit, wenn sie denn eine Funktion aus F berechnen sollten. Deshalb wollen wir
die Linearitdt aus dem nachfolgenden Theorem nicht mit der Semilinearitdt gleichsetzen.
Trotzdem darf anhand der bislang erzielten Resultate (§5) zumindest vermutet werden,
daf eine noch effizientere Berechenbarkeit von Funktionen aus F eher nicht zu erwarten ist
- allenfalls fiir Funktionen, die eben eine gewisse ,Linearitdt” aufweisen. Barsdin gelang
es, diese Eigenschaft genauer anzugeben:

Theorem 6.2. Fiir jede CM2-berechenbare Funktion f € F existieren Konstanten ¢, w € N
mit der Eigenschaft: -

3 Die Abbildung yx 148t swar kontrollierende Stellen nicht zu - wohl aber riickgekoppelte inhibitor-Transitionen.
Man kénnte folglich die Zaihlerautomaten als Vektor-Additionssysteme mit riickgekoppelten inhibitor-
Transitionen (und kontrollierenden Zustéinden) bezeichnen. Diese "Riickkopplungen" fallen jedoch wegen Lemma
3.1 iiberhaupt nicht ins Gewicht.

4 Bereits aus dem Resultat von Lambek [a] (erzielt in einem anderen Zusammenhang), kann die CM"-
Berechenbarkeit von allen Funktionen f ¢ gefolgert werden. Der Bedarf an Béndern ist allerdings hier nicht
herleitbar. Diese Folgerung erméglicht erst das Resultat von Minsky [b]. Siehe dazu [30].

[a] Lambek, Ioachim, "How to program an infinite abacus", Canad. Math. Bull.,1964,4, Nr.3.
——d

[b] Minsky, Marvin, "Recursive unsolvability of Post’s problem of Tag and other topics in theory of Turing
machines", Annals of Mathem., 1961, 74, Nr.3.
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f(x+mw)=f(x)+mé$¢, m=0,1,2,.. (Barsdin), [30] &

Die Minsky-Barsdin Theoreme sind sicherlich sehr wertvolle Resultate, deren
Konsequenzen fiir Petri-Netze (und vor allem fiir WPNC'’s) interessant sind. Es sei al-
lerdings ausdriicklich betont, daf es sich hier lediglich um wettbewerbsfreie Petri-Netze
handelt und um eine Eigenschaft, die nicht gleichbedeutend ist mit der Semilinearitdt der
Erreichbarkeitsmengen. Deshalb sind die Theoreme 5.4 und 5.5 allemal stdrker, als jede
direkte Folgerung aus 6.1 und 6.2.

Im nachfolgenden Korollar beschiftigen wir uns mit den hdrtesten Funktionen f € F

hinsichtlich der CM&R-Berechenbarkeit. Aufgrund der fehlenden Aquivalenz zwischen
WPNC’s und Zdhlerautomaten konnen wir kaum brauchbare Aussagen iiber WPNC-
Komplexitit von F machen. Deshalb:

Korollar 6.3. Es gibt Funktionen aus ¥, die mit Hilfe von zweidimensionalen WPNC'’s
(mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zustinden) nicht berechenbar
sind. o

Damit héitten wir gekldrt, wie die Kompaktierung von WPNC'’s durch kontrollierende
Zustdnde aussehen und vor allem, wie wirksam sie sein kann. Der Schlufl auf die Dimension
von WPNC’s ohne kontrollierende Zustinde ist wegen Lemma 3.3 trivial. Allerdings ist
damit noch nichts iiber die Anzahl der Transitionen, insbesondere der inhibitor-Kanten
gesagt. Ferner resultiert aus der CM2-Berechenbarkeit einer gegebenen Funktion lediglich
die untere Schranke fiir den kompaktesten WPNC ( mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden
Zustinden), der sie berechnet. Auf diese Fragen kommen wir im ndchsten und zugleich
letzten Kapitel dieser Arbeit zuriick.




