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§1. HISTORISCHES, MOTIVATION.

Petri-Netze (konzipiert 1962 durch C.A. Petri [21]) liefern ein sehr komfortables
und mittlerweile kaum wegzudenkendes Hilfsmittel bei der Darstellung und Analyse ver-
schiedenartiger Vorgdnge. Insbesondere die systemanalytischen Aspekte im Zusammenhang
mit interaktiv ablaufenden Prozessen, wie z.B. Synchronisation (locking), Systemstillstand
(deadlock), Objektverfiigbarkeit (scheduling) kdénnen in einer sehr anschaulichen Form
angegangen werden [5],[12]. Die zu den Petri-Netzen dquivalenten algebraischen Ag-
gregate, wie Vektor-Additions- bzw. Ersetzungssystemel erleichtern zudem die rechner-
gestiitzte Simulation von derartigen Interaktionen.

Die naturgemdf} schwierigen systemanalytischen Probleme, wie z.B. Aspekte der
Lebendigkeit eines vorliegenden Systems [7],[14], werden in Anlehnung an das Petri-Netz
Modell zwar anschaulicher, aber selbstverstindlich nicht leichter. So sind beispielsweise
Fragen im Zusammenhang mit den Erreichbarkeitsmengen® von Petri-Netzen hdufig gar
nicht algorithmisch entscheidbar - und wenn, dann meistens extrem komplex. Andere
wiederum konnten bislang weder als entscheidbar, noch als unentscheidbar ausgewiesen
werden.

Anderseits sollte nicht iibersehen werden, daf die in [21] vorgestellten Gebilde, die
wir im weiteren als ,,gewiohnliche Petri-Netze” bezeichnen wollen, nicht uneingeschrdnkt
universell sind. Auf die Grenzen deren Anwendbarkeit stofft man z.B. beim Simulieren von
Berechnungsvorgdngen. Die durch Rabin konzipierte schwache Berechenbarkeit durch ein
(gewdhnliches) Petri-Netz (angelehnt an das WPNC-Modell3), gilt nur fiir eine bestimmte
Klasse von Funktionen. Zwar sind sogar einige stark wachsende Funktionen in diesem Sinne
berechenbar (z.B. die Ackermann-Funktion - [18]), aber bereits bei relativ simplen, nicht
monoton wachsenden Funktionen entsteht die Notwendigkeit, das Feuern von Transitionen
an das Leersein von bestimmten Stellen zu kniipfen. Das so modifizierte Petri-Netz enthdlt
sog. inhibitor-Kanten und ist nur eine der inzwischen zahlreichen Varianten des Grund-
modells. Andere enthalten z.B. Stellen mit eingeschrinkten Aufnahmekapazititen oder
verzweigte Kanten - um nur einige zu nennen [27]. Diese Modifikationen machen aber die
o.e. Probleme, z.B. das Erreichbarkeitsproblem, of fensichtlich nicht leichter, denn die
WPNC-Berechenbarkeit von hinreichend komplizierten Funktionen (z.B. notwendigerweise
auf der Basis von Petri-Netzen mit inhibitor-Kanten) ist gleichbedeutend mit entsprechend

1 engl. vector addition system, vector replacement system.
2 diese entsprechen den Mengen aller erreichbaren Systemzusténde.
3 engl. weak Petri net Computer. Es handelt sich dabei um ganzzahlige Funktionen [16],[25].
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diffizilen Erreichbarkeitsmengen, mit allen Konsequenzen fiir die damit zusammenhdn-
genden Probleme. So modifizierte Petri-Netze sind demnach zwar leistungsféhiger, konnen
aber die an sie angelehnte Systemanalyse erheblich erschweren oder gar unméglich machen.

Diesen Sachverhalt beobachten wir anhand des sog. allgemeinen Erreichbarkeit-
sproblems*. Die Frage, ob ein gewisser Zustand von einem fixierten Anfangszustand aus
erreicht werden kann, ist von essentieller Bedeutung fiir viele systemanalytische Aspekte
(z.B. Erreichbarkeit eines Zustandes, der dem Systemstillstand entspricht [5] oder Sy-
stemlebendigkeit® [14],[29]), sowie fiir viele Probleme aus dem Bereich der Algebra und
Numerik. Dieses Problem ist entscheidbar, bezogen auf die gewdhnlichen Petri-Netze -
unentscheidbar hingegen fiir Petri-Netze mit inhibitor-Kanten® [7].

Interessant ist aber auch die Frage, wie schwer das Erreichbarkeitsproblem ist und
wie es praktisch geldst werden kann (hier denken wir stets an gewdhnliche Petri-Netze).
Die naheliegende Vorgehensweise dieses Problem durch Bestimmung der Erreichbarkeits-
menge zu lésen ist iiberraschenderweise algorithmisch nicht realisierbar. Unentscheidbar
ist auch die Frage der mengentheoretischen Inklusion, bzw. Gleichheit von Erreichbar-
keitsmengen zweier Petri-Netze (sog. Inklusions- bzw. Gleichheitsproblem™ [2],[9].[28]).
So verwundert es nicht, daf} die in [16],[26] vorgestellten Algorithmen keinerlei Aspekte
der Erreichbarkeitsmengenbeschreibung angehen. Eine brauchbare Beschreibung der Er-
reichbarkeitsmengen ist nur bei den gegeniiber dem Grundmodell etwas vereinfachten
Petri-Netzen moglich [1],[6].[17].,[20]. All das zeugt von ziemlicher Nihe zur Grenze
des algorithmisch Machbaren und es kann folglich davon ausgegangen werden, daf} das
Erreichbarkeitsproblem sehr komplex ist. Selbst bei paralleler Abarbeitung kommt man um
exponentielle Laufzeiten nicht herum [15].

Die Unentscheidbarkeit des Inklusionsproblems und die darauf zuriickgehenden
enormen Schwierigkeiten bei der praktischen Lésung des (allgemeinen) Erreichbarkeits-
problems veranlassen uns zu fragen, unter welchen Umstdnden die unentscheidbaren Pro-
bleme entscheidbar, insbesondere das Erreichbarkeitsproblem einfacher werden kann. Wir
haben bereits angedeutet, daf} die Erreichbarkeitsmengen von gewissen Klassen der ge-
wohnlichen Petri-Netze berechnet werden konnen. Der Preis dafiir ist eine gegeniiber dem
Grundmodell eingeschrdnkte Leistungsfdhigkeit (bisher sprachen wir von leistungsstei-
gernden Varianten des Grundmodells) - diese ist aber in der Praxis hdufig ausreichend.
Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Erreichbarkeitsmenge endlich ist, was sogar
feststellbar ist [11]. Es ist ndmlich in diesem Falle méglich, die Erreichbarkeitsmenge zu
berechnen, und folglich ist das (endliche) Inklusionsproblem (und damit auch das
Gleichheitsproblem) entscheidbar [11], wenn auch von exorbitanter Komplexitit [18]. Auch
unendliche Erreichbarkeitsmengen kinnen berechenbar sein - vorausgesetzt, daf deren

4 engl. general reachability problem.

5 engl. liveness problem.

6 bei zwei und mehr inhibitor-Kanten besteht Aquivalens sum Halteproblem.
7 engl. inclusion problem, equality problem.




§1. HISTORISCHES, MOTIVATION.

Struktur hinreichend reguldr ist, z.B. semilinear, d.h. erfafbar durch die sog. Presburger
Arithmetik [22]. (Die Semilinearitdt der Erreichbarkeitsmenge ist ebenfalls algorithmisch
feststellbar.)

Derartige Resultate konnen - neben der Vereinfachung vieler Probleme - auch eine
andere Rolle spielen. Noch vor wenigen Jahren waren sie Teillosungen des damals noch
offenen Erreichbarkeitsproblems und Meilensteine auf dem Wege zu dessen endgiiltiger
Losung. Gerade dieser Umstand war das Hauptmotiv fiir die Entstehung dieser Arbeit. Das
bislang offene Erreichbarkeitsproblem von Petri-Netzen mit genau einer- und dessen
Unentscheidbarkeit bei mehreren inhibitor-Kanten haben uns veranlaft, nach dhnlichen
Resultaten zu suchen. Insbesondere konzentrieren wir uns in der vorliegenden Arbeit auf
die Frage, inwieweit die auf der Semilinearitdt basierenden Aussagen auf Petri-Netze mit
inhibitor-Kanten tibertragbar sind.

Die Semilinearitit der Erreichbarkeitsmengen ist zundchst bei Petri-Netzen von
geringer Dimension® zu erwarten. Diese Vermutung bestdtigte Van Leeuwen [25] fiir
(gewdhnliche) Vektor-Additionssysteme der Dimension n<3, gefolgt von Hopcroft und
Pansiot [10], die sogar die exakte, dimensionsbezogene Grenze der Semilinearitdt er-
mittelten (n<S). In der vorliegenden Arbeit wird u.a. untersucht, ob inhibitor-Kanten diese
Grenze tangieren. Unabhdngig von der Dimension sind die Erreichbarkeitsmengen von sog.
selbstdualen Petri-Netzen stets semilinear [4]. Das Erreichbarkeitsproblem ist in diesem
Falle dquivalent zum Wortproblem kommutativer Halbgruppen® [4].[8], und folglich ist
dessen Komplexitiit von besonderem Interesse fiir uns [19].

Desweiteren werden einige ergdnzende Aussagen iiber die Struktur der Erreich-
barkeitsmengen von gewohnlichen Vektor-Ersetzungssystemen gemacht. Die hier ermittelte
dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze gibt zugleich Aufschluf} tiber das Kompaktie-
rungspotential kontrollierender Stellen, die ein Bestandteil von Vektor-Ersetzungssystemen,
nicht aber Vektor-Additionssystemen sind. Die Auswirkung solcher Stellen auf die di-
mensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze gewdhnlicher Petri-Netze wird damit ebenfalls
gekldrt. Die Kombination: kontrollierende Stellen und inhibitor-Kanten, ist in diesem
Zusammenhang etwas diffiziler und wird in der vorliegenden Arbeit nur im Sinne von
oberen Schranken gekldrt (ein moglicher Weg zur Beantwortung relevanter Fragen hin-
sichtlich dieser Konstellation wird durch eine entsprechend untermauerte These mit weiteren
Hinweisen aufgezeichnet). Auferdem diskutieren wir Vektor-Additonssysteme, bei denen
das Feuern von Transitionen zusdtzlich an das Vorliegen eines bestimmten Zustandes
gekniipft ist. Diese Gebilde sind leistungsféihiger und besitzen eine Semilinearitditsgrenze
von n<2 [10]. Sog. Vektor-Ersetzungssysteme mit kontrollierenden Zustinden werden
definiert und deren Semilinearitdtsgrenze ermittelt. Auch hier wird die Auswirkung von
inhibitor-Kanten auf diese Grenze untersucht, was uns ein Resultat liefert, das in Anbetracht
der Minsky-Barsdin Theoreme [30] zwar vermutet, jedoch nicht hergeleitet werden konnte.

8 gemeint ist die Anzahl der Stellen.
9 engl. word problem for commutative semigroups.
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AbschlieSend diskutieren wir einige of fene Fragen, z.B. das Erreichbarkeitsproblem
der Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante. Ein interessanter Spezialfall geht auf
schwach-monotone inhibitor-Transitionen zuriick. Die Riickfiihrung auf die Erreichbar-
keitsmengen gewdhnlicher Petri-Netze ist wegen der Unentscheidbarkeit des Inklusion-
sproblems zwar noch nicht die abschliefende Lisung des Erreichbarkeitsproblems, kann
aber sicherlich als ein guter Tip auf dem Wege dahin angesehen werden.

Die vorliegende Arbeit vermittelt Denkanstofe hinsichtlich vielerlei of fener Pro-
bleme, z.B. hinsichtlich der Projektionen der Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen auf Stellen,
um nur ein weiteres, bislang ungelostes Problem zu nennen. Diese Projektionen sind bei
gewohnlichen Vektor- Additonssystemen unabhdngig von der Dimension semilinear [3] -
es ist allerdings unklar, wieviele inhibitor-Kanten diesen Sachverhalt verdndern konnen.
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Die Diskussion der grundlegenden Konzepte lehnen wir zundchst an gewéhnliche
Petri-Netze an.

Definition 2.1. Ein gewihnliches Petri-Netz ist ein Tupel P=(S,T,k) mit folgenden

Komponenten und Eigenschaften:

(PN1) S={s,,..,s,) ist eine endliche Menge von Stellen;
(PN2) T={t,,..,t,)) ist eine endliche Menge von Transitionen;
(PN3) SNnT=9;

(PN4) k: (SXT)U(TxS)- N1 ist eine Kantenabbildung.

Das Abbild eines solchen Tupels ist ein gerichteter Graph, mit Stellen und Transitionen als
Knoten, sowie beschrifteten Kanten von Stellen zu Transitionen und vice versa. Die Kan-
tenbeschriftung symbolisiert die sog. Kantenvielfachheit, die die Abbildung aus (PN4)
beinhaltet. Kanten mit £(-, )= 0 sind als nicht existent anzusehen.

Eine Transition t kann Ein- und Ausgangsstellen haben (es gilt entsprechend
k(s,t)>0, bzw. k(t,s)>0). Stellen, die gleichzeitig Ein- und Ausgangsstellen fiir eine
Transition sind, nennen wir kontrollierende Stellen. Es kann zusdtzlich gefordert werden,
daf} das Petri-Netz solche Stellen nicht enthdlt. Es gilt dann:

(PN*) VseS,teT: k(s,t)=0vE(t,s)=0.

Ein Petri-Netz ist demnach ein rein statisches Gebilde. Dynamische Eigenschaften
werden ihm erst durch die sog. Markierung verlichen (wir sprechen vom markierten
Petri-Netz):

(PN5) m: S->N.

Diese Markierung fixiert einen Zustand vom gegebenen Petri-Netz und kann nach be-
stimmten Regeln, sog. Schaltregeln, verdndert werden. Der Zustandsiiber fithrungsvorgang
bleibt nur den sog. aktivierten Transitionen vorbehalten.? Eine Transition te T ist aktiviert
(auch schaltbar), wenn gilt:

1 N bedeutet die Menge der nichtnegativen gangzen Zahlen.

2 Folglich kann keine Zustandsverinderung eintreten, wenn keine Transition aktiviert ist. Das Petri-Netz befin-
det sich in einem "toten" Zustand (deadlock, [5]). Siehe auch §1.
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VseS: m(s)-k(s,t)20.

Schaltregel fiir gewohnliche Petri-Netze: Feuert eine aktivierte Transition t im Zustand m

und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang i ( formal: m ' m ), dann gilt:
m(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle seS.

Den Schaltvorgang demonstrieren wir anhand eines einfachen Beispiels. Die Abb. 1
zeigt ein Petri-Netz, bestehend aus drei Stellen s,,s,, s, (dargestellt durch Ringe)® und
einer Transition t (dargestellt durch einen Balken), mit folgender Kantenabbildung:

3 falls k,=s,Ak,=t,
2 alls k,=s,Ak,=t,
k(ky ky)= 4 l_ l .2.
1 falls k,=tAak,=s;,
0 sonst.
Anfangszustand m Zustand m: m-'m

Abb. 1

3 Keine dieser Stellen ist kontrollierend - (PN*) ist damit erfiillt.



11

§2. GRUNDLEGENDE KONZEPTE

Den Zustand (Markierung) des Petri-Netzes pflegen wir durch direktes Einzeichnen der
Marken* in die Stellen zu kennzeichnen, wobei die Anzahl der Marken, die eine Stelle s
enthdlt, mit m(s) zu identifizieren ist. Der Anfangszustand (Abb.1 links) ist demnach
m=(3.3,1), der Endzustand (Abb.1 rechts) m=(1,0,2). Bildhaft gesprochen, wandern
die Marken von den Eingangsstellen hiniiber auf die Ausgangsstellen unter Beriicksichtigung
der Kantenvielfachheiten. Ein nochmaliges Feuern von t ist mangels Marken auf den
Eingangsstellen nicht mehr méglich ( t ist nicht mehr aktiviert).

Im allgemeinen werden aber offensichtlich auch weitere Schaltvorgdnge moglich
sein - insbesondere durch andere Transitionen. Derartige Schaltfolgen sind vor allem im
Hinblick auf das bereits angesprochene Erreichbarkeitsproblem von besonderem Interesse
fiir uns. Sei T" die Menge aller Worter iiber dem (endlichen) Alphabet T , zusammen mit
dem leeren Wort \ ( T ist damit ein Monoid hinsichtlich der Konkatenation). Unter einer

Transitionenfolge verstehen wir jedes Element te€T".

Sei t=(t;ay - tjy) €T mit j(i)e{l,..,1},1 <i<k. Zundchst miissen wir sicher-
stellen, dafl bei der Umsetzung einer solchen Transitionenfolge nur die augenblicklich
aktivierten Transitionen feuern wiirden. Wir sprechen von einer zuldssigen Transitionenfolge
(auch Schaltfolge) zu gegebenem Zustand m, wenn gilt:

i-1
VseS,ie{l,..,k}: [m(s)+(v;[t(t,(v).S)—E(S.tj(v))])’k(-?.tm))]20~

Da jede Schaltfolge eine Art zusammengesetzter Transition ist, konnen wir die erweiterte
Schaltregel fiir gewohnliche Petri-Netze folgendermaflen angeben: Feuert eine Schaltfolge
T=(tay - tjy) €T im Zustand m und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang m
(formal: m-*m ), dann gilt.:

k
m(s)= m(s)+v;[((t,(v),s)—k(s,t,(v))] fiir alle seS.

Abrunden wollen wir unsere bisherigen Uberlegungen durch ein Beispiel, auf das
wir noch éfters in dieser Arbeit verweisen werden.® Ab6.2 schildert die Zustandsverdnderung
eines Petri-Netzes beim Feuern der (zuldssigen) Schaltfolge t,t,tst ()%t t; mit einigen
Zwischenzustinden (die Beschriftung von Kanten mit £(-,-)=1 wurde weggelassen). Im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel enthdlt dieses Petri-Netz zwei kontrollierende Stellen:
s4 (kontrollierend fiir t, ) und ss (kontrollierend fiir t;). Es gilt ndmlich:

4 engl. token.

5 An dieser Stelle wollen wir vorwegnehmen, da8 die Struktur der Erreichbarkeitsmenge des Petri-Netzes aus
unserem Beispiel verhiltnism4Big kompliziert ist, und gwar nicht semilinear. Trotzdem werden wir sp#ter sehen
(§4, Lemma 4.4), daB diese Erreichbarkeitsmengen durch rekursive Relationen beschrieben werden konnen.
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Anfangszustand m,

tat
Zustand my,: m; -2 **m,

Abb.2

Zustand m,;: m,

Zustand mz: my-

LT
- ml

()%t m
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k(s4t))=k(t),s4)=1
k(ss,t3)=k(t;,85)=1

und folglich ist (PN*) nicht erfiillt. ( Die vollstindige Kantenabbildung kann dem Graphen
direkt entnommen werden, was wir dem Leser itiberlassen wollen).

Diese beiden Stellen weisen dariiberhinaus noch eine andere interessante Eigenschaft
auf: es gilt stets m(s,)=1-m(ss). Zwei Stellen s und § nennen wir zueinander kom-
plementdr, wenn es eine Konstante a = a(m,)e N, € gibt, mit.:

m(§)=a-m(s) fiir alle me Ry,(m,).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage das Erreichbarkeitsproblem und
dessen Aspekte zu definieren.

Definition 2.2. Die Erreichbarkeitsmenge eines Petri-Netzes P =(S,T,k) mit dem An-
fangszustand m ist die Menge:

Re(my)={m|my-*m fiir eine zuldssige Schaltfolge teT"}.

Die Erreichbarkeitsmenge kann sich auch auf eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge
M, von Anfangszustinden beziehen:

Re(Mo)={m|3ImoeMy: mo->*m fiir eine zuldssige Schaltfolge teT"}).

Gilt me R,(m,), so sagen wir, daf die Markierung m von m, aus erreichbar ist ( formal:
my-"m oder auch M,-"m, falls es sich um mehrere Anfangszustinde handelt). Das
allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist gleichbedeutend mit der Aufgabe zu entscheiden, ob
im gegebenen Petri-Netz ein Zustand m von einem Anfangszustand m, aus erreichbar ist.

Das Inklusions- bzw. Gleichheitsproblem ist die Priifung folgender Relationen fiir zwei

Petri-Netze P und Q:

Re(mo) S Ro(my) fiir das Inklusionsproblem;

Re(mo) = Ro(my) fiir das Gleichheitsproblem.

6 N bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Eine solche Priifung ist allerdings nur dann sinnvoll, wenn P und Q von gleicher Dimension
sind, d.h. |S4=|S .

Im vorangegangenen Kapitel erwdhnten wir bereits, daf3 diese Probleme unent-
scheidbar sind, dhnlich wie das Beschreibungsproblem der Erreichbarkeitsmengen. Ent-
scheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem, solange wir bei den gewdhnlichen
Petri-Netzen bleiben.

Petri-Netze konnen einerseits sehr anschaulich durch PN-Graphen dargestellt
werden - besitzen aber anderseits dquivalente Strukturen von rein algebraischem Charakter,
sog. Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme, denen wir uns jetzt zuwenden
wollen.

Definition 2.3. Ein Vektor-Ersetzungssystem vV zum Anfangsvektor m, e N" ist die Menge:

V=Av;=(t;,t;))eN"XZ"| 1 <<, t'+1520).7

Die Vektorpaare aus V bestehen jeweils aus dem Testvektor t' und dem Ersetzungsvektor
(auch Translationsvektor) t5. Der Testvektor entscheidet iiber die Zuldssigkeit der dazu-
gehdrigen Ersetzung - diese liegt vor, wenn m > t' gilt. Die Ersetzungsregel lautet:

"o o
m-'m: m=m+t§.

Aus t;+t520 folgt sofort m 2 Ound das ist die erste Affinitdt zu den gewohnlichen
Petri-Netzen, deren Zustdnde selbstverstindlich als Elemente aus N® angesehen werden
konnen. (Obwohl diese geometrisch gesehen Vektoren sind, sprechen wir hédufig von Punkten
aus dem n-dimensionalen Gitter N", um Verwechslungen mit den Test- und Ersetzungs-
vektoren vorzubeugen.) Die voillige Gleichwertigkeit der Vektor-Ersetzungssysteme und
Petri-Netze ist offensichtlich, da wir ja die Vektorpaare aus v folgendermaflen setzen
konnen.

k(syit)) k(t;,s,)-k(syt))

k(sz,t)) k(t;is2)-k(s20t))
v,=(t,t5): th= ;oth= ;

Q(Sn»t,) e(tj’sn)_k(sn’tj)

7 Z bedeutet die Menge der ganzen Zahlen.
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Greifen wir noch einmal das letzte Beispiel (vgl. A66.2 ) auf. Das zu diesem
Petri-Netz dquivalente Vektor-Ersetzungssystem besteht laut obiger Vorschrift aus fol-
genden Vektorpaaren:

0 0 0 0
0 1 0 0]
v, = 1 |,] -1 ; Up= o | o H
1 0 1 -1
() 0 0 1
0 0] (0] 1
1 -1 0 0
Ug o || 2 H TR ol.l] O ;
0 0 0 1
1 0 1 -1

Die Aquivalenz P = ¥ 1ifit einige Begrif fe abwechselnd gebrauchen. So sprechen wir
von Transitionen, Markierungen, Schaltvorgingen usw. auch wenn ein Vektor-
Ersetzungssystem gemeint ist. Umgekehrt, wenn von Petri-Netzen die Rede ist, verstehen
wir unter einem Schaltpfad die Punktefolge {m,} ., aus N" mit m,-""m, und
T(V)= (V)i Vi) €Y', 1Sv<k fiir eine Ersetzungsfolge o=(v;n) "V;u)€eV",
obwohl eigentlich die Transitionenfolge t=(t;.y" *t;y) € T" gemeint ist. Im iibrigen kénnen
die mit den Erreichbarkeitsmengen zusammenhdingenden Probleme analog formuliert
werden, womit wir den Leser nicht langweilen wollen.

Unsere Aufmerksamkeit verdient dafiir ein anderer Umstand. Da der Testvektor am
Ersetzungsvorgang nicht beteiligt ist, stellt sich die Frage, ob und wann die Ersetzungsregel
so modifiziert werden kann, dafl wir nur mit einem Vektor aus dem urspriinglichen Vek-
torpaar auskommen konnen. Fiir den Vektor v, aus unserem Beispiel konnten wir nur die
Ersetzung t$ nehmen und sie als zuldssig bezeichnen, falls diese in N" verbliebe, d.h.
m+t520. Anderseits ist es unschwer zu erkennen, dafl der Vektor v, eine solche Verein-
fachung nicht zuldfit. Der ,Selbsttest” funktioniert hier nicht. Die Ursache dafiir ist im
Zusammenhang mit folgender Relation zu sehen.:

VAS) t' ,>0t! ,+1%5,=0 1<k<n.
B i i
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Der Vektor v, erfiillt diese Relation - v, dagegen nicht. Ein Vektor v=(t',t%) geniigt (VAS)
offensichtlich genau dann, wenn die dquivalente Transition t von keiner Stelle kontrolliert
wird. Es besteht demnach die folgende Aquivalenz:

[Vje{l,...l1}, ke{l,...,n}: (VAS)] = (PN*).

Erfiillt ein Petri-Netz die Forderung (PN*), dann konnen sdmtliche Vektorpaare
aus seinem Vektor-Ersetzungssystem nach obiger Vorschrift reduziert werden. Es entsteht
ein vollig anderes algebraisches Gebilde, das aber zu dem urspriinglichen Vektor-
Ersetzungssystem (und damit zu einem Petri-Netz) dquivalent ist. Wir nennen es ein
Vektor-Additionssystem. Vollstindigkeitshalber formalisieren wir diesen Begriff in der
nachfolgenden Definition.

Definition 2.4. Ein Vektor-Additionssystem U zum Anfangsvektor m, e N" ist die Menge.
U={v;eZ"|1£j<1}).

Jeder Vektor aus U ist gleichzeitig ein Test- und Ersetzungsvektor. Eine Ersetzung (oder
einfach Addition) v ;ist zuldssig, wenn m+v,;2 0 ist, die Ersetzungsregel selbst lautet:

v, o -
m-o/m: m=m+uv,.

Da unser Petri-Netz aus dem ersten Beispiel (vgl. Abb.1) offensichtlich (PN*)
geniigt, besteht die folgende, doppelte Aquivalenz:

2\ /-2 -2
P=¥= 3 || -3 =g={| -3
0 1 1

Das Vorhandensein einer Mindestzahl von Marken auf bestimmten Stellen als
Voraussetzung fiir eventuelles Feuern von Transitionen ist eine Eigenschaft der gewohnlichen
Petri-Netze, die im allgemeinen nicht invertierbar ist, d.h. es ist nur partiell méglich, die
Abhdngigkeit des Schaltvorgangs vom Vorhandensein einer Héochstzahl von Marken, ins-
besondere vom Leersein bestimmter Stellen zu simulieren. Eine solche Abhdngigkeit ist aber
in manchen Fdllen unentbehrlich - vor allem im Hinblick auf die WPNC-Berechenbarkeit®
(weak Petri net computer) von Funktionen, die das , Testen auf 0” notwendig machen. Die

8 Die durch Rabin formulierte Theorie der WPNC-Berechenbarkeit werden wir noch genauer diskutieren (§6 -
untersucht wird vor allem die Bedeutung der inhibitor-Kanten in diesem Zusammenhang). Den interessierten
Leser verweisen wir dariiberhinaus auf [18] und [27].
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Fdlle, bei denen sich solche Tests auf der Basis unseres Grundmodells bewerkstelligen
lassen, werden wir im ndchsten Kapitel diskutieren. Ansonsten ist eine qualitative Verall-
gemeinerung der gewohnlichen Petri-Netze erforderlich, die wir jetzt vorstellen wollen.

Definition 2.5. Ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten ist ein Tupel P'=(S,T,k) mit den
Komponenten und Eigenschaften (PN1), (PN2), (PN3), (PN5) (vgl. Definition 2.1) und
mit einer erweiterten Kantenabbildung:

(IN4) k: (SXTY)U(TXS)->NU{L} mit £ '({L})<(SXT).

Die so erweiterte Kantenabbildung definiert unter Umstinden - neben den tiblichen Kanten
- auch noch zusdtzliche, sog. inhibitor-Kanten (gerichtet nur von Stellen hin zu den
Transitionen). Im gewohnlichen Petri-Netz ist die Menge k™' ({1)) stets leer. Es ist niitzlich,
die Vielfachheiten dieser Kanten mit 0 zu identifizieren. Wir definieren daher die additiven
Verkniipfungen von v mit allen anderen Elementen aus NU{.} folgendermafen:

a+it=a-v=a fir alle aeNU{L}.

Wegen ihrer Kantenviel fachheiten bleiben die inhibitor-Kanten ohne Einflufl auf den
Zustandstiber fiithrungsvorgang selbst. Die Schaltregel fiir Petri-Netze mit inhibitor-Kanten
ist mit der fiir gewéhnliche Petri-Netze scheinbar identisch: Feuert eine aktivierte Transition
tim Zustand mund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang i ( formal: m~'m ), dann
gilt:

m(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle se S,

wobei diese Gleichung in den Kategorien unserer ,,Pseudoarithmetik” auszuwerten ist. Etwas
anderes verbirgt sich jedoch hinter dem Begriff ,.aktivierte Transition”. Diese Bezeichnung
trifft auf eine Transition t e T zu, wenn gilt:

VseS:[m(s)-k(s,t)20]A[(k(s,t)=1)=(m(s)=0)]

inhibtior-Kante

s t
Graphisch gesehen sind Uberlappungen beider Kantenarten Oi_l—_’\/;'

moglich (vgl. Abb.3 oben), was aber unsere Definition aus-
schliefit. Moglich dagegen ist eine andere Konstellation (vgl.
Abb.3 unten). Hier gilt k(t,s)>0 Ak(s,t) = fiir die Stelle s s t
und Transitiont € T . Wir sprechen von einer selbstblockierenden Odt)'
(auch riickgekoppelten) inhibitor-Transition. (Stellen und
Transitionen, die mit einer inhibitor-Kante assoziiert sind
nennen wir entsprechend inhibitor-Stellen, bzw. [nhibitor- Abb.3
Transitionen.)
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Einer Prdzisierung bedarf noch der Begriff ,kontrollierende Stellen”. Unter einer
kontrollierenden Stelle im Petri-Netz mit inhibitor-Kanten verstehen wir ein se S mit
k(t,s)>0A[k(s,t)>0vk(s,t)=1] fiir eine Transitiont e T, d.h. eine Ein- und gleichzeitig
Ausgangsstelle fiir t hinsichtlich der erweiterten Kantenabbildung. Enthdlt ein Petri-Netz
mit inhibitor-Kanten solche Stellen nicht, dann gilt (PN*) hinsichtlich dieser Kantenab-
bildung:

(PN*) VseS,teT: k(s,t)=0vE(t,s)=0.

Selbstverstdndlich konnen auch die Vektor-Additionssysteme und Vekior-
Ersetzungssysteme in diesem Sinne verallgemeinert werden. Da wir jedoch unsere Be-
trachtungen hauptsdchlich auf die sehr anschaulichen Petri-Netze beziehen, wollen wir
dieses Konzept nur in verkiirzter Form vorstellen in der Hoffnung, daf unsere Definition
hinreichend selbsterkldrend ist (vgl. auch die Ausfiithrungen zum Beispiel, Abb.4 ).

Definition 2.6. Ein Vektor-Ersetzungssystem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor

moeN" ist die Menge.
V={v; =5, tDe(NUQYI)"XZ"| 1 <j< 1, t'+1520).

Die Definition 2.5 1dft Uberlappungen beider Kantenarten (vgl. Abb.3 oben) nicht zu.
Deshalb muf3 unbedingt gefordert werden.:

(IV) Yve¥,je{l,..,n}: (t'=1)= (t°=0).

Definition 2.7. Ein Vektor-Additionssystem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor

myeN" ist die Menge:
U={v;e(ZV{L})"|1<j< ).

Die Aquivalenz vom Petri-Netz mit inhibitor-Kanten zu einem Vektor-Additionssystem mit
inhibitor-Vektoren liegt nur dann vor, wenn die Eigenschaft (PN*) hinsichtlich der er-
weiterten Kantenabbildung erfiillt ist. Gleiches gilt fiir Vektor-Ersetzungssysteme mit
inhibitor-Vektoren, wenn sie der entsprechend modifizierten F orderung (VAS) geniigen.

In der vorliegenden Arbeit blicken wir nur sporadisch auf Petri-Netze mit mehreren
inhibitor-Kanten. Da bereits zwei inhibitor-Kanten die Simulation von Turing-Maschinen
ermoglichen (Zdhlerautomaten, vgl. §6), konnen weitere solche Kanten die Leistungs-
fdhigkeit der Petri-Netze ohnehin nicht mehr entscheidend steigern. Auferdem ist das
Erreichbarkeitsproblem in diesem Fall als unentscheidbar bekannt. Unsere Aufmerksamkeit
gilt daher primdr den Petri-Netzen mit genau einer inhibitor-Kante, die das bislang of fene
Erreichbarkeitsproblem aufwerfen.
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Zum Schluf3 dieses Kapitels geben wir ein Beispiel fiir ein Petri-Netz mit einer
inhibitor-Kante (vgl. Abb.4 ), wobei die Parallelititen zum vorangegangenen Beispiel un-
iibersehbar sein diirften. Wir sagen, daf3 beide Petri-Netze einander simulieren (im spdter
zu prdzisierenden Sinne). Zwar stimmen deren Dimensionen nicht iiberein. Betrachten wir
aber erneut die (zuldssige) Schaltfolge t,t,t3t,(t,)%t,ts, so stellen wir fest, daf die durch
diese Schaltfolge erzeugten Schaltpfade® identisch sind, beziiglich s,, s,, s5. Wir sprechen
von der Projektion der ,getroffenen” Punkte aus N* auf diese drei Stellen.

Die erweiterte Kantenabbildung ist dem Graphen zu entnehmen, was wir dem Leser
uiberlassen mdochten. Stattdessen wollen wir das zu unserem Petri-Netz dquivalente
Vektor-Ersetzungssystem (mit genau einem inhibitor-Vektor) vollstindig angeben:

0 0 0 0

0 1 0 o ||
AL U M RS T Rt B OO K IO B

1 0 1 -1

0 0 0\ /1

1 -1 ol(o]]
Uz = ol 2 v Uy = oll o H

L (0] (0] 1

Offensichtlich konnen die Vektoren v,,vs,v, auch in den Kategorien der Vektor-
Additionssysteme mit inhibitor-Vektoren definiert werden:

0 0 1

0 -1 (0}
Up= 0 y U= 2 s Uy = 0 H

-1 L 1

Die bereits vorgestellten Konzepte, wie z.B. Erreichbarkeitsmengen und die darauf
zuriickgehenden Schliisselprobleme, sind identisch zu formulieren. Zu beachten ist nur, daf

9 Zur Erinnerung: unter einem Schaltpfad verstehen wir die Folge der Punkte aus dem n-dimensionalen Gitter N*,
die beim Feuern einer Schaltfolge (bestimmt durch eine Transitionenfolge) nacheinander "getroffen" werden.
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etwas anderes unter aktivierten Transitionen, bzw. zuldssigen Transitionenfolgen zu ver-
stehen ist. Im vorangegangenen Kapitel haben wir bereits angedeutet, daf inhibitor-Kanten
diese Probleme erheblich erschweren kénnen. Die Tatsache, daf3 zwei und mehr solche
Kanten das Erreichbarkeitsproblem unentscheidbar machen [7], ist ein Indiz dafiir, daf
die inhibitor-Kanten eine echte, qualitative Verallgemeinerung der gewdhnlichen Petri-Netze
darstellen. Spdtestens bei der Diskussion der Leistungsfdhigkeit verschiedener Petri-
Netz-Varianten (§6) werden wir uns davon iiberzeugen konnen.
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Eine weitere Variante der (nicht notwendigerweise gewdhnlichen) Petri-Netze wird
unsere Betrachtungen in diesem Paragraphen wesentlich erleichtern. Es handelt sich um
Petri-Netze mit kontrollierenden Zustéinden.l

Definition 3.1. Ein Petri-Netz mit (endlich vielen) kontrollierenden Zustdnden ist ein Tupel

P"%=(S,T,Q, k) mit folgenden Komponenten und Eigenschaften:

(ON1) S={s,,..,s,)} ist eine endliche Menge von Stellen;

(ON2) T={t,,..,t,} ist eine endliche Menge von Transitionen;

(ON3) Q={q,,..,qq) ist eine endliche Menge von kontrollierenden Zustdnden;

(ON4) SNT=SNQ=TNQ=0;

(ON5) k: (SXT)YU(T xS)->NU{L) ist die erweiterte Kantenabbildung;

(ON6) q°: T-Q, q°: T2 Q sind zwei Zustandsabbildungen, die allen Tran-
sitionen entsprechend einen Anfangs- und Endzustand zuordnen.

Gilt £ '({\})=@, dann sprechen wir von einem gewdhnlichen Petri-Netz mit kontrollie-
renden Zustinden. Ferner kann (PN*) gelten. Die Markierung beinhaltet neben der iiblichen
Stellenmarkierung stets den augenblicklich vorliegenden kontrollierenden Zustand. Wir

sprechen von einer Multimarkierung:

(ON7) m=(m(s),m(q)): SU{q) > NUQ mit m(q)eQ, m(s)eN fiir alle seS.

Eine Transition t € T ist nur dann aktiviert, wenn ihr Anfangszustand q®(t) mit dem
kontrollierenden Zustand m(q) tibereinstimmt.

VseS: [m(s)-k(s,t)20]1A[(k(s.t)=1)= (m(s)=0)]r[m(q)=q*(})].

Schaltregel fiir Petri-Netze mit kontrollierenden Zusténden: Feuer! eine aktivierte Tran-

sition t im Zustand m und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang m’ (formal: m->'m’),
dann gilt:

m’(s)=m(s)+k(t,s)-k(s,t) fiir alle se S,

m’(q)=q°(t).

1 Kontrollierende Zustinde wurden in [10] im Zusammenhang mit gewdhnlichen Vektor-Additionssystemen ein-
gefithrt. Unsere Definition verallgemeinert dieses Konzept ein wenig.
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Zuldissige Schaltfolgen, Erreichbarkeitsmengen und weitere Grundkonzepte sind
dem §2 unter Beriicksichtigung obiger Schaltregel zu entnehmen. Dabei ist zu beachten, dafi
Schaltpfade, bzw. Erreichbarkeitsmengen lauter Punkte aus dem Multigitter N"XQ ent-
halten.

Auch hier unterstiitzen wir unsere Definition durch ein Beispiel. Die Abb.5 zeigt ein
gewohnliches Petri-Netz mit zwei kontrollierenden Zustdnden q,,q, (den augenblicklich
vorliegenden kontrollierenden Zustand markiert die doppelt eingekreiste Stelle q ) und drei
Stellen, wobei sofort auffdllt, daf dieses Netz - im Gegensatz zu den bislang vorgestellten
- nicht zusammenhdngend ist. Die Transition t, z.B. ist vollig isoliert (eine reine Zu-
standsiiber fiihrungstransition). Sie kann jedoch wegen q, - q, nicht vollig unabhdngig vom
iibrigen Netz feuern. Die graphisch gesehen fehlenden Kanten sind wegen der Transitio-
nenbeschriftungen de facto existent.

Die bereits hinlinglich bekannte Schaltfolge t t tst,(t,)%t,t; erzeugt wieder den
gleichen Schalipfad, wenn wir diesen bei den vorangegangenen Beispielen auf die ersten
drei Stellen projizieren.2 In der Tat werden wir uns im diesem Paragraphen davon iiber-
zeugen kionnen, dafl kontrollierende Zustinde - im Gegensatz zu den inhibitor-Kanten -
keine qualitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen. Diese Verallgemeinerung
ist allenfalls quantitativ, bezogen auf die Dimension n=|S|.

Die formalen Definitionen der Vektor-Additions- und Ersetzungssysteme mit
kontrollierenden Zusténden beinhalten Transitionenbeschriftungen - sind aber ansonsten
mit den aus dem vorherigen Paragraphen identisch, weshalb wir diese Definitionen dem
Leser iiberlassen. Geniigen moge an dieser Stelle die Angabe des Vektor-Additionssystems
fiir unser Petri-Netz, das (PN*) offensichtlich geniigt.

0 0
v,=((g,2q,).| 1 i 0= (g9,293),| O ;
| -1 _ | 0 |
[ o . - l -
vz3=|(q2-q;).,| -1 i U= (g922q,),| O ;
| 2 /] | 0/ |

Bei der Diskussion der bisherigen Beispiele sprachen wir bereits von Projektionen der
Erreichbarkeitsmengen, bzw. Schaltpfade auf Stellen, sowie von Simulationen verschiedener
Varianten der Petri-Netze. Die nachfolgenden Uberlegungen sollen diese Begriffe etwas
prdzisieren.

2 vgl. die nachfolgende Definition 8.2
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Definition 3.2. Unter einer Projektion der Erreichbarkeitsmenge ,(M,) (M,cN"xQ)

eines Petri-Netzes P“° auf ein Gitter G =N™XQ* mit m< nund k € {0,1) verstehen wir die
Menge:

Ro(Mo)d (4, y={X€G|IX" €Rp (M) : (X" 0oy X s @) =(X1s.er X1 @))

oder s<1»’(.1‘_’1'0)l pxpd (gecla;’ex,(ﬁo):(x’l'"’x’m)=(xl""xm)}'

Die Projektion vom Schaltpfad {a.},.,.. € N"XQ ist dann analog zu verstehen.

Naturgemdf3 unprdzise und daher prinzipiell undefinierbar ist die Bezeichnung
»Simulation”. Man konnte von gegenseitiger Simulation zweier Petri-Netze sprechen, wenn
deren Erreichbarkeitsmengen gleich wdren, was allerdings nur dann vorliegen kénnte, wenn
beide in ihren Dimensionen iibereinstimmen wiirden. Diese, sagen wir starke Simulation,
wird aber nur selten von praktischer Bedeutung sein. Viel wichtiger fiir unsere Betrachtungen
ist die etwas ,,abgeschwdchte” Simulation, die sich lediglich auf gewisse Projektionen von
Erreichbarkeitsmengen bzw. Schaltpfade bezieht, wie wir bereits bei unseren Beispielen
Abb.2, Abb.4 beobachten konnten. Wir verwenden daher diesen Begriff stets mit der da-
zugehorigen Spezifikation der Projektionen.

Die nachfolgenden Lemmata belegen, daf3 kontrollierende Zustéinde lediglich eine
quantitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen, wobei sich diese Quantitdit auf
die Dimension n =|S| bezieht. Zundchst zeigen wir, dafl diese Aussage auf kontrollierende
Stellen in Petri-Netzen mit kontrollierenden Zustdnden zutrifft - und das ohne Bezug auf
die Dimension.

Lemma 3.1.  Jedes Petri-Netz "¢ kann simuliert werden durch ein gleichdimensionales
Petri-Netz £" % mit zusitzlichen kontrollierenden Zustinden, sodaB3 (PN*)
erfiillt ist. Es gilt;

R?(Mo)lqﬂ,’ = Rg(ﬁo)lq,q/ fir alle g;€Qy, Mo N"xQ,.3

Beweis: Wir setzen Qg =QsVQ™ mit Q=T 4| und modifizieren die Transitionenmenge,
indem wir jede Transition t,e T, durch zwei Transitionen t;:q(t)-»q{?; t;: q$ - q(t)
ersetzen, wobei fiir die Kantenabbildung gilt:

Ke(s,t;)=ke(s,t;); ke(t;,s)=0,
ke(t;,s)=ke(t;,s); ke(s.tj)=0.

3 Die hier verwendete Notation bedeutet auch eine Art Projektion - ist jedoch, im Gegensatz gur Definition 3.2,
folgendermaBen zu verstehen:

Al,={aeA|a geniigt p}.
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Aus dieser Konstruktion folgt sofort (PN*). Es gilt

Re(Mo) Ig-q, S Re(Mo) lg-q,
wegen m~""m’ :m-"""m" fir alle je{1,..1}, meN"xQ, und of fensichtlich auch

Re(Mo) lgmq,2 Ru(Mo) Iguq,»

weil ja alle zuldssigen Schaltpfade des ®*° zwischen beliebigen Punkten m und m’ aus
N"X Qg auf Schaltfolgen von der Form (t;.,tjcy)---(tjwt jvy) Zuriickgehen. x

Demnach ist die Unterscheidung zwischen Vektor-Additionssystemen und Vektor-
Ersetzungssystemen (mit kontrollierenden Zustinden) auch bei dimensionsbezogenen
Uberlegungen nicht zwingend erforderlich. Die Eigenschaft (PN*) kann verhdltnismdfig
einfach hergestellt werden, wenn wir zusdtzliche kontrollierende Zustéinde in Kauf nehmen.
Anders sieht es aus, wenn wir diese Zustdnde auch noch simulieren wollen. Es ist zwar
immer moéglich, aber nur unter Zuhilfenahme zusdtzlicher Stellen.

Lemma 3.2. Jedes Petri-Netz ?“° mit kontrollierenden Zustinden kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz ®' (ohne kontrollierende Zustinde) mit Hilfe
von zwei zusitzlichen Stellen s{*, s§* , wobei diese kontrollierend sind fir
alle te T,. Fir Q, ={q,,..,q4) gilt:

Re(Mo)d 5, an=Re(Mo) (5, sy
fir alle Anfangsmengen M,<N*xQ, und M, < N* 2 mit:

(m(s,),...m(s,),q,;)) €My (m(s,),...m(sa),j,d~j)eM,.

Beweis: Jede Multimarkierung m=(m(s,),..,m(s,),q;)€EN"XQ, in P identifizieren wir
mit der tiblichen Markierung m=(m(s,),..,m(s,),j.d-j)eN"? in ®. Damit ist jedes
q,€Q, gleichbedeutend mit (m(s{), m(s$))=(j.d~j). Wir konstruieren die Transi-
tionenmenge T ¢ mit [T ¢|=|T ,|, sowie die nachfolgend spezifizierte Kantenabbildung:

d-j:q,=q°(t) falls s=s%,

Ey(t.8)=( j:q,;=q°(t) falls s=s{?,
k.(t,s) sonst.
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d-j:q;=q"(t) falls s=s§,

ku(s.t)=( j:q,=q°%t) falls s=s'?,
ko(s,t) sonst.

Offensichtlich kann jeder Schaltvorgang des ® durch ® simuliert werden. Es bleibt zu
zeigen, daf3 fir alle (m(s§), m(s$)) = (j,d - j) nur diejenigen Transitionen aktiviert sein
konnen, fiir die in P galt: q°(t) = q,. Die Stellen s{®, s§ sind komplementdrt zueinander
und folglich gilt fiir alle Transitionen t mit q®(t)# q, und fiir jeden Zustand m mit
(m(s§®), m(s§))=(j.d-j):

m(s§?)-&(s{”,1)<0 oder m(s§)-£(s§”,t)<0.
Das ergibt R,(M,) | 152 Re(Mo) b (5 5.y, also insgesamt unser Lemma. o]

Erinnern wir uns an die Beispiele Abb.2, Abb.4 (die Abb.6 zeigt beide Petri-Netze
in ihren Anfangszustinden). Bereits friiher stellten wir gewisse Affinititen beziiglich der
Erreichbarkeitsmengen fest und vermuteten beiderseitige Simulation. Jetzt kénnen wir diese
Vermutung bestdtigen und dariiberhinaus genaue Angaben iiber die implizit gemeinten
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen machen (es handelt sich um Projektionen auf die
ersten drei Stellen im Sinne der Definition 3.1.)

Uniibersehbar ist, dafl das Petri-Netz (Abb.6 rechts) nicht strikt nach der Vorschri ft
aus dem Lemma 3.2 konstruiert ist. Hier ist eine Vereinfachung dahingehend moglich, daf
die zwei zusdtzlichen Stellen, in unserem Falle s,, s, nicht alle Transitionen kontrollieren
miissen. Eine solche Méglichkeit besteht aber nur dann, wenn lediglich zwei kontrollierende
Zustdnde zu simulieren sind. Wir konnen dann, wie in unserem Beispiel, diese beiden
Zustinde entsprechend durch (m(s{®),m(s$))€{(0,1),(1,0)} markieren. Im allge-
meinen ist jedoch exakt nach der Vorschrift aus unserem Lemma zu verfahren.

Unser Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.5 bringt mit Hilfe nur einer zusdtzlichen
Stelle (und genau einer inhibitor-Kante) die gleiche Simulation zustande (vgl. Abb.7 - auf
den Beweis wollen wir hier verzichten5). Das bedeutet aber nicht, daf bei derartigen Si-
mulationen immer nur eine zusdtzliche Stelle erforderlich ist. Die Simulation aus unserem
Beispiel ist vielmehr aufgrund der Spezifik des zu simulierenden Petri-Netzes moglich.
Im allgemeinen sind zwei zusdtzliche Stellen auch dann unbedingt erforderlich, wenn nur
zwei kontrollierende Zustinde zu simulieren sind - trotz verfiigbarer inhibitor-Kante.

4 vgl. §2, Diskussion des Beispiels A55. 2.
5 Der Beweis vom Lemma 4.4 aus §4 belegt impligit diese Simulation.
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Das Lemma 3.2 ermoiglicht eine sehr elegante Simulation der kontrollierenden
Zustdnde. Erweiterungen von Transitionenmengen sind nicht erforderlich und daher sind
identische Schaltfolgen zuldssig. Gleiches gilt fiir entsprechend projizierte Schaltpfade.
Bei all den Vorziigen hat diese Konstruktion dennoch einen kleinen Schonheitsfehler: die
Eigenschaft (PN*) geht verloren, wo sie doch in dem zu simulierenden Petri-Netz laut
Lemma 3.1 praktisch umsonst zu haben ist. Die Frage, die wir uns stellen miissen, ist, ob
kontrollierende Zustdnde mit Hilfe von zusdtzlichen Stellen simuliert werden kénnen, die
ihrerseits keine Transitionen kontrollieren. Es ist in der Tat moglich. Erforderlich sind
drei zusdtzliche Stellen, sowie eine erhebliche Erweiterung der Transitionenmenge. Diese
Konstruktion, die im wesentlichen auf [10] zuriickgeht, studieren wir nun im nachfolgenden
Lemma (vgl. auch Anhang A).

Lemma 3.3. Jedes Petri-Netz "% mit kontrollierenden Zustinden kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz €' (ohne kontrollierende Zustinde) mit Hilfe
von drei zusitzlichen Stellen s{*,s{*,s{®, sodaB (PN*) erfillt ist. Fiir

Qf=(qls --9qd}gilt:

Rf(ﬁo) ! {S). 08} 3tg(Mo)l {S)....8,)
fir alle Anfangsmengen M,CN"xQ,, M,C N* mit:

(m(s))....m(s,).q)eMy 6
& (m(s)),...m(s,), j,(d+1)(d+1-j),0)eM,.

Beweis: Jede Multimarkierung m =(m(s,), .., m(s,), q;)eN"XQ, in P identifizieren wir
mit m=(m(s,),..,m(s,), j,(d+1)(d+1-),0)eN"? in ®. Damit ist jede Markierung
(m(s§®), m(s$), m(s§))=(j,(d+1)(d+1-j),0) gleichbedeutend mit dem kontrollie-
renden Zustand q ;€ Q. Das Feuern einer Transition t e T ¢ wird durch drei Transitionen
t',t% t° simuliert, wobei nur die letzte die Stellen aus S ,verdndert. Die ersten zwei erzeugen
geeignete Markierungen auf den zusdtzlichen Stellen, die fiir die korrekte Simulation
sorgen. Sei t,:q,~q;eT4. Wir beschreiben die Transitionen t},t?,t} in den Kategorien der
Vektor-Additionssysteme:

0 0 *
Vg = 0 ;vE= 0 s vd= . ,
=i (d+1)(d+1-1i) J-(d+1)(d+1-1)
—d(d+1-10) —(d+1-10) (d+1)(d+1-j)

i(d+1) -id -
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Dafl die Zustandsiibergdnge korrekt simuliert werden, kann der Leser leicht
nachpriifen, denn fiir eine Transition te T, mitt:q,~ q, gilt:

0 0
0 *Ui= 0 +vi=
i 0
(d+1)(d+1-1) d+1-i
0 i(d+1)
0 *
= 3 _
= o +ul= . ,
(d+1)(d+1-1i) j
0 (d+1)(d+1-j)
i 0

wie im unserem Lemma behauptet. Ferner haben wir hier mit lauter nichtnegativen Mar-
kierungen zu tun, was die Zuldssigkeit dieser Schaltfolgen bestdtigt. Zu iiberlegen bleibt
lediglich, ob ein solches Vektor-Additionssystem auch unzuldssige Zustandstibergdnge
simulieren kann. Dazu nehmen wir an, dafl der Zustand qvorliegt (was der ersten Mar-
kierung in der obigen Abbildung entspricht) und priifen zundchst, ob eine Transition t, , die
den Zustandsiibergang q ;- q, fiir ein j+i initialisieren soll, aktiviert sein kann. Fiir j>i
hiefle es aber:

1
m(s{?)=i-"(i-j)<0
und fiir j<i(oder besser j<i-1):

m(s$)=(d+1)(d+1-i)-"(d+1)(d+1-i)-d(d+1-j)=(d+1)d+
+(d+1)(1-i)-(d+1)d+dj=(d+1)(1-i)+djS(d+1)(1-i)-d(l-i)=
=1-i<1 =3 j<o.

Gleiches gilt fiir die Transitionen t? und t3, was die gleiche Beweistechnik sofort belegt.
Die erste der beiden kann fiir j<i sicherlich nicht feuern, wegen.




32

§3. SIMULATION VON VARIANTEN DES GRUNDMODELLS

2
m(s{?)=d+1-i»'*d+1-i-d-1+j<0.
Fiir j>i(i<j-1) hiefe es wiederum:
2
m(s§?)=i(d+1)->"i(d+1)-jd<(j-1)(d+1)-jd=j-d-1<0.

Aus dhnlichen Griinden wird die Transition t3 fiir j>i durch die Stelle s§*, und fiir j<i
durch s$* am Feuern gehindert. o]

Damit ist klar, dafy die Eigenschaft (PN*) keine Qualitdt fiir sich ist. Wir kénnen
sie in jedem Petri-Netz erreichen, wenn wir drei zusdtzliche Stellen spendieren.

Korollar 3.4.  Jedes Petri-Netz ?' kann durch ein Petri-Netz €' mit drei zusitzlichen
Stellen s{*, s§, s{*)simuliert werden (P', ®' - jeweils ohne kontrollier-

ende Zustinde). Das simulierende Netz ®' geniigt (PN*) und fir
d-1=|{(s.t)|seS,, teT,, s kontrollierend fir t}| gilt:

Re(Mo)=Re(Lo) ) (s,...5,, flr alle Mo N®, L, N®*® mit:

(m(sy),...m(s,))eMy8 (m(s,),...m(s,),1,d(d+1),0)el,.

Beweis: Die Eigenschaft (PN*) erreichen wir nach Lemma 3.1 durch Einfiihrung von d
kontrollierenden Zustdnden, die wir dann nach Lemma 3.3 simulieren kionnen. o

Korollar 3.5.  Jedes Petri-Netz "' ? kann simuliert werden durch ein Petri-Netz ®' mit
Hilfe von drei zusétzlichen Stellen s{®, s{*, 5§, sodaB (PN*) erfullt ist.
Sei
d=|{(s,t)|seS,, teT,, s kontrollierend fiir t}|+ |Q, .

Es gilt

:Ry(ﬁo) l (s,...,sn)- RQ(MO)‘L {s;....5,})
fir alle Anfangsmengen M,cN"xQ,, M,c N"? mit:

(m(s)),...m(s,),q,))eMy &
(Mm(s1)s .., m(8,), j,(d+1)(d+1-7),0)eM,.

Beweis: Die Lemmata 3.1 und 3.3 transitiv genommen. o}
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Aus u_nseren bisherigen Uberlegungen folgt, daf kontrollierende Zustinde sowie
kontrollierende Stellen nichts an dimensionsunabhdngigen Aussagen tiber Petri-Netze
(Vektor-Additionssysteme) dndern. Insbesondere gilt:

Korollar 3.6. Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist fiir gewohnliche Petri Netze
mit kontrollierenden Zustinden unabhingig von (PN*) entscheidbar. X

Zum Schluf} dieses Kapitels wenden wir uns den inhibitor-Kanten im Sinne einer
eventuellen Simulation zu. Daf dies nicht immer méglich sein wird, liegt klar auf der Hand
- das Erreichbarkeitsproblem wire sonst entscheidbar. Es lohnt sich dennoch, dariiber
nachzudenken, ob und wann die inhibitor-Kanten wegsimuliert werden konnen. Oder anders
gefragt: wann kiénnen wir im gewéhnlichen Petri-Netz das Feuern von Transitionen vom
Leersein bestimmter Stellen abhdngig machen? Laut Schaltregel fiir gewohnliche Petri-
Netze ist es auf den ersten Blick nicht moglich. Stellen wir uns aber eine inhibitor-Stelle
s vor, von der wir wissen, das sie fiir ein M, (oder auch M, ) nicht gréfer werden kann
als eine Konstante c € N . Wir konnten dann eine zusdtzliche Stelle s'*> nehmen, diese durch
geeignete Anbindung komplementdr zu der inhibitor-Stelle machen und die inhibitor-
Transition nur bei m(s®)=c feuern lassen. Die inhibitor-Kante selbst wdre dann iiber-
fliissig. Gleiches kénnte man mit allen inhibitor-Kanten machen - vorausgesetzt, daf} die
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf sdmtliche inhibitor-Stellen endlich sind. Eine
etwas effizientere Konstruktion beschreiben wir im nachfolgenden Korollar.

Korollar 3.7.  Sei S < Smit R,(.) ! (,,<{0,..,c)firein ce N und alle s € S’in einem
Petri-Netz #*-°. Im Sinne der Projektion auf die Stellen aus S\ S kann
2“2 durch ein Petri-Netz ®' der Dimension n=|S\S®)|+2 simuliert
werden. Soll dariiberhinaus ( PN*) gelten, dann betréigt die Dimension des
®': n=|S\S®|+ 3. (Dabei entfallen zwangsliufig simtliche Kanten, die
mit den Stellen aus S¢® assoziiert waren).

Beweis: Wir streichen samtliche Stellen aus S und erweitern die Menge der kontrollie-
renden Zustinde ( falls iiberhaupt vorhanden) durch Hinzufiigen von

Q={qulneRs () (5“’)} mit |Qe| =[Q¢|+ ];-[JR!(-) Yol

Durch geeignete Transitionenbeschriftungen q,- q. sorgen wir fiir Zustandsverdnderun-
gen, die die Transitionen aus T, verursachen wiirden. Schlieflich simulieren wir die kon-
trollierenden Zustdnde aus Q (notfalls auch kontrollierende Stellen), dem Lemma 3.2 bzw.
3.3 folgend. x
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Zu den zentralen Motiven dieser Arbeit gehort die Charakterisierung der Petri-
Netz-Erreichbarkeitsmengen unter dem Blickwinkel der Semilinearitdt. Semilineare Er-
reichbarkeitsmengen sind von verhdltnismdfig einfacher Struktur und machen die ansonsten
unentscheidbaren Probleme entscheidbar. Es ist (algorithmisch) moglich, solche Mengen zu
beschreiben und folglich auch z.B. Inklusionsfragen der Erreichbarkeitsmengen auf al-
gorithmischem Wege zu beantworten.

Das Konzept der Semilinearitit geht im wesentlichen auf die sog. Presburger
Arithmetik zuriick [22], wo der interessierte Leser weitere Informationen findet. Fiir unsere
Betrachtungen reicht eine punktuelle Vorstellung dieser Theorie, die wir in den nachfol-
genden Uberlegungen geben wollen.

Definition 4.1. Unter einer linearen Menge zur Basis b e N" mit der Periodenmenge
{pPi,.., 0} =PCN" |P| <o verstehen wir die durch die Linearkomponente L(-,-)erzeugte
Menge L cN" mit:

k
L=L(b,P)={xeN"|3al,..,a,‘eN,p,,..,pkeP: x=b+ Za,p,}.l
Jj=1

Hdéufig operieren wir mit endlichen Vereinigungen solcher Mengen zu verschiedenen Basen.
Wir sprechen von einer linearen Menge zu einer (endlichen) Basismenge B<N" mit den
Perioden {p,,...p.}=P<N", |B||P| <

L=L(B,P)= U L(b,B).
beB

Definition 4.2. Jede endliche Vereinigung von linearen Mengen nennen wir eine semilineare
Menge. Unter sem(N") verstehen wir das Mengensystem, bestehend aus allen semilinearen
Teilmengen von N".

1 Wegen der Simulierbarkeit der kontrollierenden Zustinde (siehe §3) verszichten wir auf die Diskussion der Se-
milinearitit in Multigittern N*xQ. Die Verallgemeinerung der hier vorgestellten Resultate auf Petri-Netze mit
kontrollierenden Zustinden wird dem Leser die folgende Definition erleichtern: seien b, P wie in der Definition 4.1,
sowie Z ¢ (1,..,|Q|}. Unter einer linearen Menge L cN"x Q verstehen wir die Menge:

L3
Z-L(b,P.Z)-{;GN'XQIBGI.--,a,eN.zeZ,p.,...p,cP:;-([b* Zdlm]'qz)}'
1=
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Semilinearitdt ist invariant unter Vereinigung, Durchschnitt, Komplementbildung,
Translation und - was sehr wichtig ist fiir unsere Uberlegungen - auch unter Projektion
auf semilineare Mengen. Diese Eigenschaften konnen leicht bewiesen werden fiir lineare
Mengen und gelten dann automatisch fiir deren endliche Vereinigungen [10],[22]. Dar-
tiberhinaus gilt:

Lemma 4.1.  Sei ! ein eindimensionales Teilgitter aus N*. Fir jede Folge {L(x,, P,)}
mit L(x,;,P;)<l, P,cP,. furalle jeNund P, =3 fiir ein veN gilt:

S k
U L(x;,P;)= VU L(x,;,P;) fir ein ke N.
j=1 j=1

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an: 1= L(0,{1}). Sei p,€P,.
Es gibt endlich viele Aquivalenzklassen modulo p. in | und es gilt p,e P, fiir alle j2v.
Daher muf jedes x 2 x , aus der gleichen Aquivalenzklasse in L(x,,P,) enthalten sein. Es
gibt aber nur endlich viele Aquivalenzklassen und endlich viele x<x, in der gleichen
Klasse. Es kann also nur endlich viele j geben mit:

j-1
xe(L(x,,P,)\UL(xk,Pk)). o
k=1

Lemma 4.2. Fiir alle beN" und alle Periodenmengen P<CN",|P|<» existiert ein
n-dimensionales, gewodhnliches Vektor-Additionssystem & mit der Eigen-
schaft: R,(b)=L(b, P).

Beweis: Wir setzen U= P. Zu jedem x € L(b, P)existiert eine Linearkombination von Pe-
rioden aus P mit x=a,p," ... aypx. Da alle Translationsvektoren in U schwach-positiv?
sind, ist jede Transitionenfolge veU" (im dquivalenten Petri-Netz) zuldssig. F olglich
erreichen wir jedes x e N"durch (v,)"'* - (v,)**, was Ry(b)2 L(b, P) impliziert. Auf der
anderen Seite kann jedes t € U’ so geordnet werden, daf es eine Linearkombination ergibt.
Das bedeutet aber Ry(b)< L(b, P), also unsere Behauptung. o

Fiir semilineare Mengen ist eine solche Konstruktion vermutlich nur partiell moglich.
Eines wollen wir aber unbedingt festhalten - nimlich die (etwas bedingte) Invarianz der
Jinearitd - Jinearen A .

Lemma 4.3. Sei C"die Menge aller n-dimensionalen Petri-Netze. Es gilt:

2 d.h. aus lauter nichtnegativen Komponenten bestehend. Siehe auch §7, Definition 7.1.
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VPeC",meeN": Rg(my)esem(N")=

3V Moesem(N"): Rg(My)esem(N").

Beweis: Da semilineare Mengen endliche Vereinigungen von linearen Mengen sind, konnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemenheit M, als linear ansehen, d.h. M,=L(b,P). Wir
beweisen folgende Gleichung:

Re.7(L(b,P))=Re.7up(b).

Jeden Punkt x € Rp,: (L(b, P)) (mit L(b, P)-> """ x ) konnen wir von b aus erreichen, weil
es einen Punkt ye L(b,P) geben mufs mit v - 7" x, der durch eine (immer zuldssige)
Transitionenfolge ne P* von b aus erreicht werden kann. Umgekehrt kann jede zuldssige
Transitionenfolge t € (TUP)' durch entsprechende Permutation auf die Form nt gebracht
werden, ohne ihre Zuldssigkeit zu verlieren. Offensichtlich ist jeder Punkt y mit b »" y in
L(b, P) enthalten. o]

Betrachten wir noch einmal das Beispiel Abb.1. Hier ist die Erreichbarkeitsmenge
von besonders einfacher Struktur, weil sie of fensichtlich unter endlichen Anfangsmengen
endlich ist (also sogar linear) und semilinear unter semilinearen Anfangsmengen
Mgy e sem(N®) .3 Uber die Petri-Netze aus den anderen Beispielen konnen wir das allerdings
nicht behaupten. In dem ndchsten Lemma studieren wir eine nicht-semilineare Erreich-
barkeitsmenge.

Lemma 4.4. Die Erreichbarkeitsmengen der (mindestens) vierdimensionalen Vektor-
Ersetzungssysteme mit genau einer inhibitor-Kante sind im allgemeinen
nicht-semilinear. (Dabei ist stets an semilineare, insbesondere einelemen-
tige Anfangsmengen gedacht, wie in unserem Beispiel.)

Beweis: Sei V das zu dem Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.4 dquivalente Vektor-
Ersetzungssystem mit genau einem inhibitor-Vektor und insgesamt vier Vektoren, die je
nach Moéglichkeit als Additions- bzw. Ersetzungsvektoren folgendermafen definiert werden
konnen:

8 Diese Behauptung kénnen wir uns allerdings nur dann leisten, wenn die Erreichbarkeitsmengen der dreidimen-
sionalen Vektor-Additionssysteme stets semilinear sind. Dieses Resultat ist aber aus [25] bekannt - es gilt sogar
bis su der Dimension n=5. Aussagen dieser Art studieren wir im n#chsten Kapitel.

4 Vorweg: das hier betrachtete Petri-Netz ist ein Potengierer im Sinne der WPNC-Berechenbarkeit (oder zumindest
dessen Kernstiick). Vgl. §6, wpNC+.
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0 0 1
0 -1 0
25| o |' Y7L 2 Y=l o |’
-1 L 1 ts
0 0
| o 1
vl 1 ’ —l ’
1 0
A66.8

Als Startmenge wdhlen wir {m,)} mit:
mo=(mo(s,),Mo(S2), Mo(83), Me(s4))=(0,0,1,1).

Diese einelementige Anfangsmenge ist trivialerweise linear. Seien noch:

(Bla) O<x,+x3<2%  (BIb) x,>0
(B2a) 0<2x,+x352""" (B2b) x,=0, ferner sei (BI2) x,<x, +1.

Obige Relationen indizieren eine of fensichtlich nicht-semilineare Menge aus N*.
Wir zeigen, dafy diese Menge alle Punkte aus R,(m,) enthdlt. Genauer: jedes x e N* st
genau dann erreichbar, wenn entweder (Bla), (BIb) und (B12) oder (B2a), (B2b) und
(B12) gelten. Zundchst wenden wir uns dem Teil ,, =" zu, d.h. wir zeigen, dafl nur Punkte
aus der oben definierten Menge durch V erreichbar sind. Die Bedingung (B12) wollen wir
voriibergehend aufler Acht lassen, weil Punkte, die ihr nicht geniigen of fensichtlich nicht
erreichbar sind. Anfangs gelten (Bla) und (B1b). Den Induktionsschritt belegt die folgende
Fallunterscheidung :

1) Es gelten zundchst (Bla) und (B1b ), was das Feuern von t; unméglich macht.
Beim Feuern von t, bleibt x,+ x, unverdindert; die t, erhoht sogar x,, d.h.
(Bla) und (B1b) gelten nach wie vor. Gleiches gilt fiir die Transition t,, falls
vor dem Feuern x,>1 war. Galt vor dem Feuern x4=1, 50 gilt jetzt (B2b)
aber offensichtlich auch (B2a).
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20) Es gelten jetzt (B2a) und (B2b). Wegen (B2b) kionnen t, und t, nicht feuern.

Feuert die Transition t,;, dann ist (B2b) offensichtlich erfiillt und wegen
2(x;-1)+(x3+2)=2x,+x, auch (B2a). Feuert jedoch t,, dann gilt jetzt
(BIb), aber wegen x,+ x3<2x,+x3<2-2"" auch (Bla).

Im Teil ,, &” zeigen wir durch vollstidndige Induktion nach x,, daf} jeder Punkt aus unserer
Menge durch V erreicht werden kann.

(i)

(ii)

(iii)

x,=0.Wegen (BI12) gilt x ,< 1. Die einzigen Punkte, die unsere Bedingungen
erfiillen sind also:

x'=(0,0,1,1) erreichbar durch \. Es gelten (Bla),(Bl1b).
x%2=(0,1,0,1) erreichbar durch t,. Es gelten (Bla),(B1b).
x%=(0,0,1,0) erreichbar durch t,. Es gelten (B2a),(B2b).
x*=(0,1,0,0) erreichbar durch t,t,. Es gelten (B2a),(B2b).
x°=(0,0,2,0) erreichbar durch tt,t;. Es gelten (B2a),(B2b).

Die Behauptung gelte fiir alle Punkte mit x, <a,-1.

Seia=(a,a,a,a,)und es gelten (Bla) und (BI1b). Dariiberhinaus nehmen
wir 0.B.d.A. an, daf a,=1 ist, weil auch andere a,-Werte (die (B12) ge-
niigen) offensichtlich durch (t,)™(t;)" erreichbar sind. Es gilt also
O<a,+az<2%, sowie a,=1 und wir wollen zeigen, daf} dieser Punkt
tatsdchlich erreichbar ist.

Angenommen es gilt 0<a,+a;< 2%"'. Nach der Induktionsvoraussetzung
ista’=(a,-1,a,as,1) erreichbar. Durch t t, erreichen wir unser a.

Gilt 2" ' <a,+a,<2", und ist a,+as=2""+b mit 0<b<2""", dann
gibt es nach der Induktionsvoraussetzung einen Schaltpfad zum
a’“(al-l,b,z""'—b,l), weil a’ (Bla) und (B1b) geniigt. Nun, jetzt
kénnen wir feuern: durch den Schaltpfad t,(t3)°t,(t,)°* erreichen wir
(a,.a2,2°'_'+b—a2,l). also wieder den gewiinschten Punkt, weil ja
27 v b-a,=a, ist.

Aus diesem Resultat folgt bereits unser Lemma, weshalb wir hier auf den Beweis der
Erreichbarkeit von Punkten mit x , = O verzichten wollen. Dieser Beweis kann dhnlich gefiihrt

werden.

o

Der Beweis vom Lemma 4.4 belegt implizit die gegenseitige Simulation der
Petri-Netze aus den Beispielen Abb.4 und Abb6.5. Zusammen mit den Erkenntnissen aus
dem vorherigen Kapitel erhalten wir:
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Korollar 4.5.  Die Erreichbarkeitsmengen der folgenden Gebilde sind unter einele-
mentigen Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear:

- gewdhnliche Vektor-Additionssysteme der Dimension n2 6

- gewdhnliche Vektor-Ersetzungssysteme der Dimension n2>5S;

- gewdhnliche Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme
mit kontrollierenden Zustinden der Dimension n 2 3;

- Vektor-Ersetzungssysteme mit genau einem inhibitor-Vektor der Di-
mension n> 4. o

Wir sehen also, daf nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen bereits bei recht
.kleinen” Petri-Netzen auftreten konnen. Auf der anderen Seite kionnte man die Frage
stellen, wie wahrscheinlich die Semilinearitdt ist. Die exakte Quantifizierung wdire enorm
schwierig, aber man kann die heuristische Antwort wagen, daf die Erreichbarkeitsmengen
der Petri-Netze doch sehr zur Semilinearitdit ,,neigen”. Aus [10] ist z.B. bekannt, daf diese
Eigenschaft im etwas eingeschrinkten Sinne auf gewdhnliche Petri-Netze mit (PN*)
(Vektor-Additionssysteme) zutrifft, wenn hochstens zwei Stellen beschrinkte Projektionen
der Erreichbarkeitsmengen haben, und das unabhdingig von der Dimension. Die Uberle-
gungen, die zu dieser Erkenntnis gefiihrt haben, wollen wir hier nicht wiederholen. Das fiir
uns wichtigste Resultat halten wir im nachfolgenden Lemma fest.

Lemma 4.6. Sei V ein gewdhnliches Petri-Netz mit (PN*) (Vektor-Additionssystem)
der Dimension neN. Fir alle Komponentenpaare j,ke{l,..,n), j#k
existiert eine (effektiv berechenbare) Konstante g/*=(g/*,..,gl*)eN"
mit g/ *=g{*=0und g/"*eN fiir j#i#k, mit folgender Eigenschaft:

Die Erreichbarkeitsmengen von ¥ strikt innerhalb von G/'*=
={xeN"|x2g’*)(d.h. auf Schaltpfaden aus G’*), fiir alle An-
fangsmengen M, € sem(G/*) kénnen durch semilineare Teilmengen
der gesamten Erreichbarkeitsmengen von v eingehiillt werden.

[10] &

Mit dem Begriff , Einhiillung” meinen wir stets die mengentheoretische Uberdeckung
von kegel formigen Gebilden, also z.B. linearen oder semilinearen Erreichbarkeitsmengen -
im Gegensatz zu Inklusionen, die im anderen Zusammenhang stehen. Ferner ist hier un-
bedingt zu beachten, daf sich diese Aussage nur auf eine Teilmenge von N*" bezieht (,,strikt
innerhalb von G’**”). Das gilt sowohl fiir die Anfangsmengen, als auch fiir Schaltpfade
und folglich auch Erreichbarkeitsmengen. Im ndchsten Kapitel arbeiten wir hdufig mit
derartigen Aussagen.

Es ist zwar etwas gewagt, anhand dieser Aussage weitgehende Schluffolgerungen
hinsichtlich Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen und deren allgemeiner Struktur zu ziehen
(allenfalls im Zusammenhang mit weiteren Erkenntnissen, was im kommenden Kapitel
geschehen soll). Dennoch darf sicherlich vermutet werden, dapf dieses Lemma fiir Konstanten
mit drei Komponenten gleich 0 nicht mehr gilt. Drei Stellen kénnten dann ein Petri-Netz
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mit kontrollierenden Zustinden simulieren, dessen Erreichbarkeitsmenge bereits bei der
Dimension n =3 nicht-semilinear sein kénnte. Die Umkehrung dieser (noch) Vermutung
wiirde aber bedeuten, dafy solche Erreichbarkeitsmengen nur dann zu erwarten sind, wenn
entsprechend viele Transitionen u.U. am Feuern gehindert werden - sei es durch kontrol-
lierende Zustdnde, sei es durch Stellen, die nicht beliebig grof8 werden konnen. Im ndchsten
Kapitel werden wir die Bestdtigung hierfiir ableiten kénnen.
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Das Korollar 4.5 markiert Dimensionen verschiedener Varianten von Petri-Netzen,
in denen die Erreichbarkeitsmengen nicht-semilinear sein konnen. Die Frage, die wir uns
stellen wollen, lautet, ob die Semilinearitdt obligatorisch ist in hinreichend kleinen Di-
mensionen. Kann dieser Sachverhalt fiir eine bestimmte Klasse von Petri-Netzen bis zu einer
Dimension n* € N bewiesen werden und existieren Petri-Netze aus der gleichen Klasse mit
n=n'+1, deren Erreichbarkeitsmengen nicht-semilinear sind, so sprechen wir von einer

] z [linearitdtsgr n* €N fiir diese Klasse.

Aussagen dieser Art wurden in [10] fiir gewdhnliche Vektor-Additionssysteme (auch
mit kontrollierenden Zustdnden) bewiesen. Wir wollen untersuchen, ob und inwieweit kon-
trollierende Stellen und Zustdnde sowie inhibitor-Kanten die dimensionsbezogenen Semi-
linearitdtsgrenzen verschieben, wobei wir uns aus mehrfach genanntem Grund hauptsdchlich
fiir Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante interessieren.

Zundchst zitieren wir die beiden Hauptsdtze aus [10], die fiir gewdhnliche
Vektor- Additionssysteme, mit oder ohne kontrollierende Zustinde, sowohl dimensionsbe-
zogene Semilinearitdtsgrenzen, als auch die effektive Berechenbarkeit der (semilinearen)
Erreichbarkeitsmengen beinhalten.l

Lemma 5.1. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewodhnliche Vektor-
Additionssysteme mit kontrollierenden Zustinden betrigt n*=2. Es gilt:

Ry(Mo) € sem(N2x Q) fiir alle Myesem(N?2xQ).2

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. [10] x&

Lemma 5.2. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewohnliche Vektor-
Additionssysteme ohne kontrollierende Zustinde betrigt n*=5S. Es gilt:

Ry(My) € sem(N®) fiir alle Myesem(N®).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. [10] &

1 Zu den Konsequenzen der Semilinearitit gehdrt, neben der Berechenbarkeit der Erreichbarkeitsmengen, stets u.a.
die Entscheidbarkeit des Gleichheits- und Inklusionsproblems der Erreichbarkeitsmengen. Siehe dazu Fach-

literatur.
2 vgl. FuBnote 1, Seite 35.
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Ausgehend vom Lemma 5.2 beobachten wir, dafl kontrollierende Zustdnde eine
gewaltige Verschiebung der Semilinearitdtsgrenze verursachen. Erinnern wir uns an Lemma
4.4 und Beispiel Abb.2, so stellen wir fest, daf kontrollierende Stellen ebenfalls die Se-
milinearitdtsgrenze verschieben (mindestens um 1). Auf der anderen Seite wissen wir aus
dem §3, daf} kontrollierende Zustdnde ein stéirkeres Mittel sind als kontrollierende Stellen,
die sich folglich in dieser Hinsicht nicht stdrker auswirken diirften. Es bleibt nur noch die
Frage, ob kontrollierende Stellen und Zustdnde zusammengenommen mehr bewirken konnen,
als exklusiv eingesetzt.

Lemma 5.3. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdshnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden - gleich und betragen n*=2. Es gilt:

Ry(M,)esem(N2xQ) fiir alle Myesem(N2XQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Wegen Lemma 3.1 ist der in [10] vorgestellte Algorithmus ohne Einschrinkungen
auf gewéhnliche Vektor-Ersetzungssysteme mit kontrollierenden Zustinden anwendbar. &

Kontrollierende Stellen bleiben demnach ohne Einfluf3 auf die Semilinearititsgrenze
der gewdhnlichen Petri-Netze mit kontrollierenden Zustinden. In Anbetracht der Er-
kenntnisse aus §3 konnte dieses vermutet werden - ist aber eher auf das sehr kleine
Multigitter N2 x Q zurtickzufiihren. In den nachfolgenden Uberlegungen wenden wir uns der
Frage zu, ob und wieviele inhibitor-Kanten diesen Sachverhalt veréndern konnen. Auferdem
versuchen wir die Bedeutung von inhibitor-Transitionen bzw. inhibitor-Stellen in diesem
Zusammenhang zu kldren.

Theorem 5.4. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden und genau einer inhibitor-Kante - gleich und
betragen n* = 2. Es gilt:

R,(My)esem(N?xQ) fiir alle Myesem(N2XQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Zundchst machen wir einige Vorbereitungen. Unter einer inhibitor-Hyperebene
N' S N"XQ verstehen wir die Menge aller Punkte (Multimarkierungen) aus N"x Q, bei denen
die inhibitor-Transition akttvzert zst Of fensichtlich gilt n e€sem(N"xQ). Die Menge
shift' (M)=MU{xXxeN"XQ|3yeM: y-'x) fiir eine Menge M c N* x Q bezeichnen wir als
inhibitor-Translation, Sei U' ein Vektor-Additionssystem mit genau einer inhibitor-
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ALGORITHMUS a1

input (&', {(x¢,Po.qo)}) ; /* U'-ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden und genau einer inhibitor-
Kante; das Tupel (x,,P,,q,) kennzeichnet entsprechend
die Basis, Periodenmenge und den kontrollierenden Zu-
stand einer linearen Anfangsmenge I,=(L(xo,Po). Qo)<
CN2XxQ. 0.B.d.A. nehmen wir an: q,= q°(t*), d.h. Lycn'.

*/
begin /* Die Grundstruktur ist ein Baum, dessen Knoten jeweils set(-), tag(-), sowie
Verweise auf den Vorgdnger und den (die) Nachfolger beinhalten. */
1) let set(root) = {(x,, Py, q%(t")))} , tag(root) =open; /* root hat keine
Vorgdnger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* leaf hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */

3) let L=[r10(shift'(set(leaf)))]Nn'; /* r110() ist der aus [10] bekannte
Algorithmus, der hier fiir U =U'\{t'} aufgerufen wird. */

1) letI’={(x,,P,,q°(t*"))eL|P,=@), L" =I\L";
5) for each ((x;,9,q9%(t'))eL’) begin

next

6) create succ; let leaf - succ, set(succ)=(x;,9,q%(t"));

/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */
7) if set(leaf)=(x.8,q%(t")) & set(succ)=(y,3,q%(t")) & x<y
let set(succ)=(x,{y-x},q%("));
8) end ;

next

9)  if L” # & create succ; let leaf - succ, set(succ)=1L";

10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ U set(ancestor)]let tag(leaf)=closed
ancestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, go on;

e output( E = U set(leaf)); /* nichtdis junkte Vereinigung */
nodes

end ;
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Transition t' und der inhibitor-Stelle (0.B.d.A.) s, .3 Mit Hilfe des Algorithmus A 1berechnen

wir zundchst die Erreichbarkeitsmenge des U* auf der inhibitor-Hyperebene, fiir eine 0.B.d.A.
lineare Anfangsmenge Lo =L (%o, q0) = (L(X0. Qo) 9o) S N2X Q. Dabei konnen wir natiirlich
nicht direkt mit unendlichen, wenn auch semilinearen oder gar linearen Mengen operieren.
Als geeignete Datenstruktur verwenden wir daher Mengen, die ausschlieflich aus Elementen
A;=(b;,P;,q;) bestehen, wo die Komponenten von \, entsprechend die Basis, Perioden-
menge und den kontrollierenden Zustand einer linearen Menge L(x,,P,)=(L(x,;.P;).q;)
aus N?X Q darstellen. Auch die in Zeile e ausgegebene Menge (falls es zu dieser Ausgabe
tiberhaupt kommt) kann nicht die Erreichbarkeitsmenge selbst enthalten, sondern hiéchstens
deren Spezifikation im o.e. Sinne. Den Zusammenhang zwischen unserer Datenstruktur und
den Mengen, die sie beschreibt, beleuchtet die folgende Gleichung:

M= v L(x,,P)= U (L(x;,P).q)).

(x,.P,.q,)eM (x,.P,.q,)eM

Der aus [10] bekannte Algorithmus, der als Prozedur in Zeile 3) aufgerufen wird ( r10()),
arbeitet ebenfalls mit dieser Datenstruktur. Ferner konnen Operationen, wie Vereinigung
Durchschnitt und Translation von Mengen aus N" X Q (in unserem Fall aus N?>XQ ), prob-
lemlos auf dem Boden dieser Datenstruktur durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund wollen
wir die weitere Diskussion auf die Mengen selbst und nicht auf deren Spezifikationen
beziehen.

Lemma 5.4.1. Der Algorithmus A1 hilt in endlicher Zeit firr alle Vektor-Additions-
systeme U' der Dimension n < 2 mit genau einer inhibitor-Kante und fiir
alle Anfangsmengen M, e sem(N2xQ).4

Beweis: Induktiv nach der Linge des (Baum-) Pfades folgern wir zundchst, dafy der Al-
gorithmus r10() ausschlieflich auf Translationen sowie Durchschnitte mit n' von Mengen
angewendet wird, die er selbst geliefert hat - also auf semilineare Mengen. Und weil U ein
gewdhnliches Vektor-Additionssystem ist, enden diese Aufrufe in endlicher Zeit. Ferner
arbeitet der Algorithmus r10() mit den gleichen Datenstrukturen und liefert stets endliche
Mengen {(x;,P;,q;)},¢;<m [10]. Demnach durchliuft die Schleife 5)-8) jeweils nur
endlich viele Linearkomponenten aus L’ ( mit leeren Periodenmengen). Die gleiche Induktion
belegt dariiberhinaus, daf der fan-out des erzeugten Baumes beschrdnkt ist, weshalb wir
davon ausgehen kionnen, daf es stets nur endlich viele Bldtter gibt, die die Schleife 10)-12)
zu durchlaufen hat. Schlieflich sind of fensichtlich alle Operationen in den einzelnen Zeilen
in endlicher Zeit durchfiihrbar, weil wir nur mit endlichen Spezifikationen linearer bzw.
semilinearer Mengen arbeiten und weil die Semilinearitdt invariant ist unter diesen Ope-

3 In der Hoffnung, den Leser nicht zu verwirren, sprechen wir von Transitionen und Stellen in einem Vektor-
Additionssystem. Es ist dabei stets an das #quivalente Petri-Netz zu denken.

4 Die Anfangsmenge muB nicht unbedingt linear sein. Der Algorithmus r10() ist selbstverstindlich auch auf se-

milineare Anfangsmengen anwendbar [10] und wird in unserem Algorithmus fiir solche Mengen aufgerufen
(Translationen linearer Mengen sind i.a. semilinear).
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rationen. Unsere Behauptung folgt dann sofort, wenn der errechnete Baum endliche Tiefe
hat. Dazu betrachten wir einen Pfad aus diesem Baum und nehmen an, daf er unendlich
ist, d.h. zu jedem Zeitpunkt des Berechnungsvorgangs stets tag(leaf)=open fiir den
augenblicklich letzten Knoten auf diesem Pfad gilt. Zundchst analysieren wir die in Zeile
4) vorgenommene Aufspaltung der zuvor errechneten Menge L. Die bereits angesprochene
Induktion nach der Linge des betrachteten Pfades ldft darauf schliefen, daf3 die Mengen,
die auf diesem Pfad vorkommen, entweder nur einzelne Punkte (d.h. Linearkomponenten
mit leeren Periodenmengen) oder endlich viele Linearkomponenten mit P+ @ enthalten
konnen. Es gilt sogar mehr. Nehmen wir an, daf ein Knoten node eine Menge
set(node) = {(x,{p)},q%(t"))) enthdlt und der Aufruf in Zeile 3) eine Komponente
(y.2,q%(t")) liefert. Dann miifite aber ein Punkt x,e L(x,{p}) existieren, mit x,-"y.
Fiir Punkte Z mit z> x, wdre aber zu folgern: z 'y + z- x,. Dieser Widerspruch, zu-
sammen mit der Induktion nach der Mdchtigkeit der Periodenmenge und Anzahl der Li-
nearkomponenten in set(node) bedeutet, dafl einzelne Punkte nicht mehr erreichbar sind,
sobald ein set(node) mit mindestens einer Periode berechnet worden ist. In Zeile %) wird
dann folglich keine Aufspaltung mehr vorgenommen, was fiir den betrachteten Pfad heifit,
daf} er nicht mehr gabelt. Auf jeden Fall kénnen wir davon ausgehen, daf fiir zwei auf-
einanderfolgende Knoten node, und node,

set(node,) < set(node,)
und fiir die inneren Knoten (bis auf den augenblicklich letzten) sogar

set(node,) C set(node,)

gelten muf3. (Letzteres folgern wir einmal mehr aus der Induktion nach der Pfadldnge).
Wir haben also eine Folge von semilinearen und stets expandierenden Mengen aus der
inhibitor-Hyperebene n', die ihrerseits ein eindimensionales und damit wohlgeordnetes
Gitter ist. Wegen Lemma 4.1 heif}t es aber, daf3 die letzte Inklusion nach endlicher Zeit
nicht mehr gegeben ist - solche Pfade werden dann in Zeile 11) ,.geschlossen”. Damit kann
unser Pfad nur dann unendlich sein, wenn er ausschlieflich Linearkomponenten mit leeren
Periodenmengen, also einzelne Punkte enthdlt. Diese Punkte miissen aber von Knoten zu
Knoten verschieden sein (andernfalls wird in Zeile 1) sofort tag(leaf) = closed gesetzt)
und dariiberhinaus miifiten sie in Richtung weg von der Wurzel immer kleiner werden ( sonst
kommt in Zeile 7) eine Periode hinzu). Eine permanent fallende Folge kann es aber nicht
geben (Satz von Dickson). Die Pfade sind demnach endlich und wegen des Lemmas von
Konig auch der ganze Baum, dessen fan-out ja beschrdnkt ist. ol

Lemma 5.42. Fiir alle Vektor-Additionssysteme ' mit genau einer inhibitor-Kante,
der Dimension n <2 und alle Anfangsmengen M, e sem(N2x Q) hilt der
Algorithmus A1 nur dann, wenn gilt:

E= U (L(x,P),q)= ‘R,,‘(Mo)ﬁﬂl .

(x.P.q)eE
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Beweis: Wir zeigen E 2 R, (Mo)nn' im Teil a) und E C R, (M,)nn' im Teil b).

a) Wir betrachten den errechneten Baum und beweisen unsere Behauptung durch voll-
stindige Induktion nach der Ldénge fx|einer (zuldssigen) Schaltfolge © e T". Nichts ist
zu zeigen fiir [t|]= 0. Nehmen wir an (und das ist unsere Induktionsvoraussetzung ),
daf der Algorithmus A 1erst dann hdlt, wenn alle durch Schaltpfade der Ldnge i< k e N
erreichbaren Punkte (aus der inhibitor-Hyperebene) bereits in E enthalten sind, d.h.
E2{(x,q®U'NIMy~="(x,q%(t")), TeT", < k). Weiter nehmen wir an, daf ein Punkt
(y,q%(t*))eN?2xQ nicht in E enthalten ist, obwohl der Algorithmus gehalten hat und
obwohl dieser Punkt auf einem Schaltpfad weT' der Linge jw|=k+1 von M, aus
erreichbar ist. Es kann aber nur dann der Fall gewesen sein, wenn fiir alle Bldtter
set(leaf)in der Vereinigung ihrer Vorgdnger enthalten waren (in Zeile 11)), was der
Definition von shift'(-) widerspricht, wenn die letzte Transition in o gerade die
inhibitor-Transition war. War die letzte Transition in diesem Schaltpfad eine ge-
wéhnliche Transition t # t', dann miifite sie der Algorithmus r10() im letzten Durchlauf
nicht beriicksichtigt haben. Daraus folgt aber, daf auch Punkte (y,q®(t')) mit
My-%(y,q%(t")) in E enthalten sind, was uns den Induktionsschritt liefert.

b) Offensichtlich erreichen wir in U nur Punkte aus der Erreichbarkeitsmenge des U'. Zu
iiberlegen bleibt nur, ob die in der Zeile 7) definierte Erweiterung von set(succ) immer
nur erreichbare Punkte enthdlt. Diese Erweiterung wird allerdings nur dann vorge-
nommen, wenn der Punkt (y,q®(t')) von (x,q®(t*)) aus erreichbar ist, sagen wir durch
ein ve€ T Damit gilt fiir alle ceN :

x=(x,q%(t)) > (x+c(y-x),q°(t"))=x+c(y-x) e (L(x,y-x),q°(t")),

falls die Bedingung in Zeile 7) erfiillt ist. Unsere Behauptung folgt dann sofort durch
Induktion nach der Ldnge des (Baum-) Pfades. o

Aus R ,.( L,) = Ry(F) berechnen wir abschliefiend die gesamte Erreichbarkeitsmenge durch
einmaligen Aufruf von r10(). Wegen Lemma 3.1 und der of fensichtlichen algorithmischen
Durchfiihrbarkeit der dort beschriebenen Konstruktion ist die Eigenschaft (PN*) belanglos
(unser Algorithmus kann problemlos so modifiziert werden, daf3 er auch im Falle der
Vektor-Ersetzungssysteme direkt anwendbar wird). Ferner konnte der Algorithmus A1 auf
Jede Linearkomponente einer semilinearen Anfangsmenge separat angewendet werden. Wir
erhalten folglich die Invarianz der Semilinearitit unter semilinearen Anfangsmengen fiir
die hier betrachtete Petri-Netz Variante, also die Berechenbarkeit der Erreichbarkeits-
mengen fiir alle My € sem(N2x Q). o}

Der Algorithmus A1 kombiniert die inhibitor-Translation mit der Berechnung der
Erreichbarkeitsmengen unter Ausschlufi der inhibitor-Transition. Diese Vorgehensweise
kann als die allgemeine Berechnungsstrategie fiir Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen an-
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ALGORITHMUS A2

[y

input( 4*, {(xo0,Po.q0))}) ; /* UL -ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden, beliebig vielen inhibitor-
Kanten, und genau einer inhibitor-Stelle. 0.B.d.A. nehmen

wir an: qo=q°(t'). */

procedure rset(U*, M);

begin
1) let set(root) = {(x,.Po.q%(t"))} , tag(root)=open; /* root hat keine

Vorgdinger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* leaf hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */
3) if k=1 let L=[r10(shift'(set(leaf)))]nn'; [¥Uus=u*/

else let L =[rset(uf* ', shift'(set(leaf)))]nn';

1) let L’-((x,.P,.q“(t‘))lP,-ﬁ),L”-L\l.’;
5) for each ((x,,2,q%(t'))eL’) begin

next

6) create succ; let leaf = succ, set(succ)=(x,,2,q%(t'));

/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */
7) if set(leaf)=(x.9,q%(t")) & set(succ)=(y.2,q%(t')) & x<y
let set(suce) =(x,{y-x},q%(t"));

8) end ;

next

9) if L” # @ create succ; let leaf = succ, set(succ)=1L";
10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ V] set(ancestor)]let tag(leaf)=-closed

ancestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, goon

e return(E = WY set(leaf)) ; /¥ nichtdisjunkte Vereinigung */

end ;
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gesehen werden - auch dann, wenn das gegebene Petri-Netz mehrere inhibitor-Kanten
enthdlt. Die inhibitor-Translation kann ndmlich auch hinsichtlich mehrerer inhibitor-
Transitionen definiert werden. Das Hauptproblem besteht in der Frage, ob ein solcher
Algorithmus in endlicher Zeit seine Arbeit verrichten wiirde. Kann diese Frage nicht be-
antwortet werden, dann gibt es auch keine Garantie fiir die Semilinearitdt der Erreich-
barkeitsmengen, weil eine unendliche Vereinigung von semilinearen Mengen nicht unbedingt
semilinear ist. (Das Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.4 ist eine Bestdtigung hier fiir.)

Allerdings ist die inhibitor-Hyperebene im zweidimensionalen Gitter stets wohl-
geordnet - unabhdngig von der Anzahl der inhibitor-Kanten. Das Lemma 4.1 greift also
auch in diesem Falle. Dieser Umstand 1dft aber noch nicht darauf schliefien, daf in diesem
. Minigitter” auch weitere inhibitor-Kanten nichts an der Semilinearitdt der Erreichbar-
keitsmengen dndern wiirden, denn das Lemma 4.1 ist nur dann von Bedeutung, wenn aus
(x,q)="(y.,q) mit y>x die Erreichbarkeit von (x,{y-x},q) gefolgert werden kann.
Letzteres ist aber nur dann méglich, wenn die inhibitor- Hyperebene mit nur einer Gitterachse
einen nichtleeren Durchschnitt hat (ein geeignetes Gegenbeispiel werden wir noch aus fiihrlich
diskutieren - siehe A66.9 ). Fiir Petri-Netze bedeutet es zwar beliebig viele inhibitor-Kanten
und inhibitor-Transitionen, aber nur eine inhibitor-Stelle. Gerade diesem Spezialfall wollen
wir uns jetzt zuwenden. Unserer Berechnungsstrategie folgend, konnte man die inhibitor-
Translation hinsichtlich aller inhibitor-Transitionen definieren und die Erreichbarkeits-
mengen dhnlich wie im Algorithmus A1 berechnen. Wir gehen hier einen anderen Weg und
versuchen einen rekursiven Ansatz. Zundichst beobachten wir, daf3 aufgrund der Spezifik
der hier betrachteten Petri-Netze Ut mit k sowohl die Anzahl der inhibitor-Kanten, als
auch die der inhibitor-Transitionen gemeint ist. Der Algorithmus A2 berechnet die Er-
reichbarkeitsmenge von U rekursiv, die inhibitor-Transitionen nacheinander eliminierend.

Theorem 5.5. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewdhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden, beliebig vielen inhibitor-Kanten und genau
einer inhibitor-Stelle - gleich und betragen n* = 2. Es gilt:

Rv:‘(ﬁo)esem(Nzx Q) fiir alle M,esem(N?2xQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Durch Induktion nach der Anzahl der inhibitor-Transitionen. Der Induktionsanfang
ist fiir k=0 trivial, fiir k=1 ist es gerade das Lemma 5.4. Die Lemmata 5.4.1 und 5.4.2
liefern den Induktionsschritt, wenn wir auf rset(U{*'",.), statt auf r10(-) zuriickgreifen.
Laut Induktionsvoraussetzung berechnet rset(U'* "', .) die (stets semilinearen) Erreich-
barkeitsmengen unter Ausschluf} einer beliebigen inhibitor-Transition und folglich gelten
5.4.1 und 5.4.2 auch fiir den Algorithmus A2 . o
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ALGORITHMUS Aa2°

input( 4%, ((x0,Po.qo)}) ; /* UL -ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustdnden, vielen inhibitor-Kanten und
genau einer inhibitor-Stelle.

*/
procedure rset(u*, M);
begin
1) let set(root)={(xo,Py.q0)} , tag(root)=open; /* root hat keine
Vorgdinger */
2) on pick leaf:tag(leaf)=open; /* lea f hat keine Nachfolger */
if not existsgo e ; /¥ alle Pfade geschlossen, Ausgabe */
3)  if k=1 let L=[r10(shift'(set(leaf)))]; /U=t

else let L =[rset(¥ 1, shift'(set(leaf)))];

4 et L'={(x,.P,.q,)|P,=0),L"=I\L";
5) for each ((x,.9,q;)eL’) begin

next

6) create succ; let leaf - succ, set(succ)=(x,,9,q;);
/* succ wird direkter Nachfolger von leaf. */

7) if set(leaf)=(x.2,q;) & set(succ)=(y.2.q9;)& x<y
let set(succ)=(x,{y-x}.q;);

8) end ;

next

9)  if L” # & create succ; let leaf - succ, set(succ)=1";

10)  for each (current leaf) begin

11) if set(leaf)g[ U set(ancestor)]let tag(leaf)=closed

arcestors(leaf)

else tag(leaf)=open;
12) end, goon;

e return( E= U set(leaf)); /* nichtdis junkte Vereinigung */
nrodes

end ;
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Der Algorithmus A2 kann auch dahingehend modifiziert werden, daf3 die Berechnung
der Erreichbarkeitsmenge von U%* direkt erfolgt, d.h. ohne zuerst deren Durchschnitt mit
der inhibitor-Hyperebene zu ermitteln. Die in der Zeile 3) errechnete Menge enthdlt i.a.
auch Linearkomponenten mit q # q°(t*), die dennoch in L~, bzw. L iibernommen werden
konnen (was im Algorithmus A2 nicht geschieht). Der Leser kann leicht nachpriifen, daf
die Lemmata 5.4.1 und 5.4.2 (in entsprechend abgedinderter Form) auch fiir den Algorithmus
A2" gelten. Die in Zeile e) ausgegebene Menge spezifiziert bereits die zu berechnende
Erreichbarkeitsmenge des U%'. (Hinweis: die inhibitor-Translation fiir Punkte mit q # q°(t")
ist die Identitdt).

Wir miissen nur noch die Frage kldren, ob die Einschrinkung auf nur eine
inhibitor-Stelle aus dem vorangegangenen Theorem tatsdchlich erforderlich ist. Das
Petri-Netz aus Abb.9 ist beispielhaft dafiir, daf - trotz wohlgeordneter inhibitor-
Hyperebene - das Lemma 4.1 u.U. gar nicht zur Geltung kommt. Daraus gewinnen wir eine
weitere dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze:

Theorem 5.6. Die dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenzen sind fiir gewOhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zustinden und beliebig vielen inhibitor-Kanten - gleich
und betragen n* = 1. Es gilt:

R u(Mo)esem(N'x Q) fir alle M,esem(N'xQ).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Die Semilinearitdt in NxQ folgt sofort aus dem Theorem 5.5. Auf der anderen
Seite besitzt das Petri-Netz aus Abb.9 eine of fensichtlich nicht-semilineare Erreichbar-
keitsmenge. Der Leser kann leicht nachpriifen, daf in jedem Zustand genau eine Transition
aktiviert ist. Die Erreichbarkeitsmengen auf den Gitterachsen (in jedem kontrollierenden
Zustand ) konnen durch {(2)" | neNY) spezifiziert werden. x

Korollar 5.7. Die Erreichbarkeitsmengen der fiinfdimensionalen Vektor-Additionssys-
teme, sowie der vierdimensionalen Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
mindestens zwei inhibitor-Vektoren - sind bereits unter einelementigen
Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear. X

Wir sehen also, daf die in [10] ermittelte Semilinearititsgrenze durch zwei
inhibitor-Kanten auf jeden Fall tangiert wird. Gleiches gilt fiir Vektor-Ersetzungssysteme
- letzteres werden wir allerdings erst nach weiteren Uberlegungen folgern kinnen (die
dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssystem ohne
kontrollierende Zustdnde ist vorerst nicht bekannt).
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Mit den bisher gewonnenen Resultaten kénnen wir zufrieden sein. Fiir die Klasse
der Petri-Netze mit kontrollierenden Zustinden haben wir exakte, dimensionsbezogene
Semilinearitdtsgrenzen in Abhdngigkeit von der Anzahl der inhibitor-Kanten ermittelt.
Ferner haben wir festgestellt, dafl zur Verschiebung der Semilinearititsgrenze gegeniiber
den gewohnlichen Petri-Netzen (mit kontrollierenden Zustdnden) zwei inhibitor-Kanten
erforderlich sind. Und schlieflich haben wir gelernt, dafi im Hinblick auf die Semili-
nearitdtsgrenzen die Anzahl der inhibitor-Stellen addquater ist, als die der inhibitor-Kanten,
oder gar der inhibitor-Transitionen.

Weiter darf vermutet werden, das die qualitative Verstdrkung des Grundmodells in
Form von inhibitor-Kanten nicht gleichbedeutend ist mit einem wirksamen Kompaktie-
rungsmittel> - schon gar nicht, wenn nur eine inhibitor-Kante zur Verfiigung steht.
Nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen sind dann erst im dreidimensionalen Gitter
moglich, und dariiberhinaus bendtigen wir weitere Stellen, um die wohl kaum entbehrlichen
kontrollierenden Zustdnde zu simulieren. Letzteres ist nur eine von zwei Fragen, die sich
dabei aufdrdngen. Weiter miissen wir uns fragen, welche Petri-Netze (mit kontrollierenden
Zustdnden und nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen) die einfachsten sind im Hinblick
auf die eventuelle Simulation. Ist es vielleicht das Petri-Netz aus dem Beispiel A66.5 ?
(das Petri-Netz Abb.9 lassen wir bewuflt aufer Betracht, weil es bereits zwei inhibitor-
Kanten enthdlt). Die positive Beantwortung beider Fragen wiirde das Problem der di-
mensionsbezogenen Semilinearitdtsgrenzen auf die Simulierbarkeit eines bestimmten
Petri-Netzes reduzieren (z.B. Ab6.5 ). Dadurch konnten die sicherlich aufwendigen Beweise
(diese Erfahrung werden wir noch reichlich machen diir fen) iiberfliissig werden. Im letzten
Kapitel dieser Arbeit werden wir versuchen, diesen Weg zu gehen. Nur dort, wo die Se-
milinearitdtsgrenzen Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante mittelbar oder unmittelbar
betreffen, soll die exakte Beweisfiihrung nicht ausbleiben.

Bevor wir mit einer weiteren, fiir unsere Betrachtungen relevanten Semilineari-
titsgrenze fortfahren, studieren wir noch eine andere mogliche Simulation des Petri-Netzes
aus Abb.5, und zwar in einem Vektor-Additionssystem mit zwei zusdtzlichen Stellen und
zwei inhibitor-Kanten (letztere sind dafiir unbedingt erforderlich). Die Abb. 10 schildert
die Zustandsverdnderungen, die einmal mehr auf die inzwischen hinldnglich bekannte
Schaltfolge t,tyts5t4(t))?t 2ty zuriickgehen. Die Abb. 11 enthdlt eine Zusammenstellung von
bislang kennengelernten Simulationsméglichkeiten, bezogen jeweils auf entsprechende
Varianten des Grundmodells.® Der interessante Punkt an den Beispielen A66.9 und A66. 10
ist der, daf3 zwei inhibitor-Kanten, eingesetzt als Simulationsmittel oder als Kompaktie-
rungsmittel des zu simulierenden Petri-Netzes, gleiches bewirken, ndmlich die Verschiebung
der dimensionsbezogenen Semilinearititsgrenze gegeniiber dem Grundmodell.

5 Gemeint ist vor allem die Kompaktierung von WPNC’s und Zihlerautomaten, die im nichsten Kabpitel ausfiihrlich
diskutiert werden.

6 Mit der Simulation der kontrollierenden Zustinde auf der Basis des Grundmodells meinen wir ein gewdhnliches
X:ll(ltor—idditionssystem mit 6 Stellen (davon 8 Simulationsstellen), das laut Lemma 3.8 existiert. Siehe auch
ang A.
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Die Beispiele A66.9, Abb. 10 (zusammen mit Lemma 5.2) belegen zwar die Ver-
schiebung der Semilinearititsgrenze durch inhibitor-Kanten. Auf der anderen Seite wollen
wir nicht vergessen, daf3 zwei solche Kanten ein sehr starkes Mittel sind (wegen der noch
zu prdzisierenden Simulierbarkeit von Turing-Maschinen - §6). Auflerdem sind zwei
kontrollierende Stellen in dieser Hinsicht gleichwertig ( Abb.2 ). Unsere Fragestellung geht
daher in die Richtung, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante eine solche Verschiebung
verursachen kann. Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir die dimensionsbezogene
Semilinearitdtsgrenze fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssysteme (ohne kontrollierende
Zustdnde).

Auf der Suche nach einer geeigneten Beweisstrategie iiberlegen wir zundchst, welchen
Wert die bislang erzielten Resultate im Hinblick auf die zu beweisende Aussage darstellen.
Erinnern wir uns z.B. an das Korollar 3.7, das uns die Moéglichkeit liefert, Stellen mit
beschrdinkten Projektionen der Erreichbarkeitsmengen mit Hilfe von kontrollierenden Zu-
stdnden zu simulieren. Vierdimensionale Vektor-Ersetzungssysteme mit (mindestens) zwei
solchen Stellen sind demnach durch (héchstens) zweidimensionale Petri-Netze (wegen
Lemma 3.1 sogar Vektor-Additionssysteme) mit kontrollierenden Zustdnden simulierbar,
und daraus folgt sofort die Semilinearitit der Erreichbarkeitsmengen (Theorem 5.4 oder
bereits das Lemma 5.1). Welche Aussage ldft sich aber aus dieser Uberlegung ableiten,
wenn drei oder gar alle vier Stellen unbeschrénkte Projektionen der Erreichbarkeitsmengen
haben ? Eine willkiirliche Einschrinkung der Aufnahmekapaczititen zweier Stellen? er-
moglicht zwar wieder den gleichen Ansatz - nicht aber den Schluf auf die Semilinearitdt
der Erreichbarkeitsmengen. Auch nicht in dem zwangsldufig spezifizierten Teilgitter von
N* (rein mengentheoretisch zu verstehen), weil wir ja nur Schaltpfade zulassen, die in
diesem Teilgitter verbleiben. Sollte aber eine dhnliche Aussage auch in den anderen Re-
gionend moglich sein, dann lige es nahe, hier eine Art ,divide & conquer” zu verfolgen. In
der zweiten Phase (,,conquer”) miiften dann auch solche Schaltpfade beriicksichtigt werden,
die all diese Regionen ,durchwandern”, was umso einfacher sein diirfte, je héher die
Qualitdt der Teillosungen in den einzelnen Regionen sein wird. Und diese Teillosungen
werden uns wohl kaum mehr liefern als die Semilinearitit und vielleicht Berechenbarkeit
der Erreichbarkeitsmengen - wahrscheinlich eben nur auf einigen Schaltpfaden und in
gewissen Teilgittern. Formal wollen wir solche Aussagen folgendermafen notieren:

RECIINN; NCGCN® (darunter verstehen wir die Erreichbarkeitsmenge des
Petri-Netzes P im Teilgitter N auf Schaltpfaden aus G).

7 Petri-Netze mit eingeschriinkten Aufnahmekapasititen der Stellen sind eine weitere Grundmodell-Variante, die
wir hier allerdings nicht zu diskutieren brauchen. Diese Eigenschaft kann problemlos mit Hilfe von entsprechend
angebundenen komplementiren Stellen herbeigefiihrt werden (vgl. Diskussion des Beispiels 155.2, §2), die
ebenfalls durch kontrollierende Zusténde simulierbar sind.

8 Teilgitter, deren Vereinigung das gesamte N* ergibt, wollen wir als Regionen bezeichnen. Implizit mitgemeint ist
also stets eine entsprechende Aufteilung des N*, allerdings nicht unbedingt disjunkt.



58

§5. DIMENSIONSBEZOGENE SEMILINEARITATSGRENZEN

Bis zum Ende dieses Kapitels verstehen wir unter V ein vierdimensionales und
gewohnliches Vektor-Ersetzungssystem. Die erste Teillosung haben wir bereits gewinnen
kdnnen:

Lemma 5.9. Fiir alle v, alle Komponentenpaare j,ke{1,2,3,4) mit j# k und alle
h, h.eN sind die Erreichbarkeitsmengen in den jeweiligen Regionen
H!'*={xeN"|x,;<h;Ax,<h,) auf Schaltpfaden aus diesen Regionen, fiir
alle Anfangsmengen M,esem(H’*) stets semilinear und effektiv bere-
chenbar. Es gilt also fir alle j,ke{1,2,3,4),j#kund h;,h,eN:

VMoesem(H"*y: RU" (M) esem(H'Y).

Beweis: Da die Stellen s, und s, nicht gréfer werden koénnen® als entsprechend h; und
h,, konnen sie laut Korollar 3.7 durch kontrollierende Zustdnde ,,wegsimuliert” werden.
Unsere Behauptung folgt dann aus dem Lemma 5.1. o

Wichtig an dieser Aussage ist der allgemeine Quantor, der dahinter steckt. Die Wahl
der Konstanten h;und h, ist ndmlich vollig beliebig. Das im nachstehenden Lemma fest-
gehaltene Resultat gilt dagegen nur bei geeigneter Wahl der entsprechenden Konstanten.

Lemma 5.10. Fiir alle (gewoOhnliche) Vektor-Ersetzungssysteme 9" und alle Kompo-
nenten ie{l,..,n) gibt es eine effektiv berechenbarel® Konstante
h'={h\,..,h;} mit hi=0, sodaB gilt: Es gibt effektiv berechenbare und
semilineare Mengen, die die Erreichbarkeitsmengen des ¥* in den jewei-
ligen Regionen H'= {x e N*| x 2 h'} auf Schaltpfaden aus diesen Regionen
ginzlich enthalten, die ihrerseits aber Teilmengen der Erreichbarkeits-
mengen von V" sind. Formal heif3t das fiir die jeweiligen Regionen:

IL'esem(H'): RU(M,)C L' SR, .(M,) fir alle Moesem(H').

Bemerkung: Zwar ist diese Aussage sogar dimensionsunabhdingig - in anderer Hinsicht ist
sie jedoch deutlich schwdcher, als das Lemma 5.9. Das hingt zum einen mit dem spezi-
fischen Quantor zusammen ( 3h'), zum anderen erhalten wir nicht die Erreichbarkeitsmenge
selbst, sondern deren semilineare Obermenge. Wichtig ist aber, daf diese ,Einhiillende” in
der gesamten Erreichbarkeitsmenge des V" enthalten ist, was unser Beweis ebenfalls belegt.

9 Damit meinen wir selbstverstindlich die Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf die jeweiligen Stellen, die
in diesem Falle beschrinkt sind.

10 Die Berechenbarkeit der relevanten Konstanten und Erreichbarkeitsmengen bis hin zu der gesuchten Erreich-
barkeitsmenge von ¥ soll vollstindigkeitshalber festgehalten werden. In der Tat markiert unser Beweis einen
(wenn auch nicht sehr zu empfehlenden) Algorithmus sur Berechnung dieser Menge, obwohl die Berechenbarkeit
aus der Semilinearitit sofort folgt.
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Beweis: Zundchst beobachten wir, daf die Testvektoren in Vektor-Ersetzungssystemen nur
hinreichend nahe an den entsprechenden Gitterachsen von Bedeutung sind. Fiir die dqui-
valenten Petri-Netze heifit es, dafy die kontrollierenden Stellen uw.U. keine Transitionen
effektiv kontrollieren. Sei g=(g,,..,g.) € N" mit g,=max{k(s;,t)|teT:k(t,s;)>0) fiir
alle je{1,..,n}. Im Teilgitter G={xeN"|x2g)} verhdlt sich jedes Vektor-Ersetzungs-
system V" wie ein Vektor-Additionssystem U" d.h. wir konnen fiir alle Transitionen teT
die folgende Modifikation hinsichtlich aller Stellen s, e S vornehmen, ohne das Verhalten
und insbesondere die Erreichbarkeitsmengen von V" (in dem oben spezifizierten Teilgitter)
zu verdndern:

£'(s; 1)=0Ak(t,s,)=k(t,s,)-k(s,;.t) falls &(t,s;)2£(s;.t),
£°(t,s))=0Ak (s, t)=k(s;, 1)-k(l,s,) falls &(t,s;)<k(s;.1).

Das so konstruierte Petri-Netz geniigt of fensichtlich (PN*), ist also ein (gewdhnliches)
Vektor-Additionssystem. Deshalb kénnen wir sicherlich die folgende Aussage machen:

Lemma 5.10.1, Fir jedes gewodhnliche Vektor-Ersetzungssystem %" existiert ein
Vektor-Additionssystem & " (ebenfalls ohne inhibitor-Kanten) und eine
effektiv berechenbare Konstante g={g,,..,g,.}, soda im Teilgitter
G={xeN"|x2g) die Aquivalenz ¥" = 4" besteht. Insbesondere gilt:

RI(M,) = RICW(M,) fiir alle MycG. o]

In hinreichend kleinen Dimensionen kann aus dieser Aquivalenz die Semilinearitit
der Erreichbarkeitsmengen in G gefolgert werden, was fiir den hier betrachteten vierdi-
mensionalen Raum vorerst vielversprechend erscheinen mag. Dennoch geht diese Qualitdt
der Aussage im Laufe der weiteren Uberlegungen verloren. Wir erhalten lediglich - dhnlich,
wie im Lemma 4.6 - ,legale” Uberdeckungen (Einhiillende) der relevanten Mengen, und
deshalb wollen wir von Anfang an mit solchen Strukturen arbeiten. Wir iiberlegen uns daher
die Konsequenzen in beliebig grofien Rdumen und streben eine dimensionsunabhdngige
Aussage an.

Korollar 5.10.2. Seien ¥* und %" wie im Lemma 5.10 In Abhingigkeit von n gilt:

fiir n<S: YMyesem(G): R[vc,.](Mo)esem(G),

fir n>S: 366G YMyesem(G') ILesem(G’):
REI M) c LeREI(M,) .

Beweis: Der Austritt aus G, bzw. G kann z.B. durch zusdtzliche Stellen mit entsprechenden
Anfangsmarkierungen verhindert werden. Allerdings, um dimensionsbezogene Aussagen
machen zu konnen, benitigen wir eine bessere Losung. Offensichtlich gilt:
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RGN M) =R (Mo-g)+g falls Mo<G,

wobei M = g als Translation zu verstehen ist. Damit bringen wir die gewiinschte Simulation
ohne zusdtzliche Stellen zustande. Die Lemmata 5.10.1 und 5.2 transitiv genommen, liefern
dann sofort die Behauptung fiir n<S. Fiir n>S erhalten wir allerdings ein deutlich
schwdcheres Ergebnis. Die Aquivalenz V" =U" aus dem Lemma 5.10.1 legt die Einbettung
vom Lemma 4.6 in das Teilgitter G° nahe, woraus ein G°C G resultiert, in dem die Er-
reichbarkeitsmenge des V" semilinear eingehiillt werden kann (diese Einhiillende enthdlt
ausschlieflich Punkte, die auf Schaltpfaden aus G erreichbar sind, d.h. nur Punkte aus der
Erreichbarkeitsmenge von V*"). Sei also G*={xeN"|x.2 g’} fiir ein g’ 2 g im Sinne dieser
Einbettung 11 Zusammenfassend erhalten wir:

0 B B e 4 e R

Lemma 5.10.1/5.10.2

Abb. 12

11 Laut Lemma 4.6 miissen ledxglxch beliebige n-2 Komponenten von g’ hinreichend groB sein gegeniiber g. In-
teressanterweise gibt es sogar eine lineare Einhtillende der betrachteten Erreichbarkeitsmenge - vorausgesetzt,
daB beliebige n-1 Komponenten von g entsprechend modifiziert werden. Siehe dazu [10].

"
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IG'CGYMyesem(G')ILesem(G"):

- s o 46 46 o s'lo'lxlcl y o
Ron ' (Mo) = Ryn'(Mo) €L < Rpi(Mo) = RyW(Mo).

Es ist wohl kaum zu erwarten, daf} dieses Resultat bereits ausreicht, um zusammen
mit dem Lemma 5.9 den Schlufl auf die dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze ge-
wohnlicher Vektor-Ersetzungssysteme zu ermoglichen. Wir beobachten, dafi - unabhdngig
von der Wahl der Konstanten h; und h, aus dem Lemma 5.9 - auch fiir n= 4 stets

U H!*
G U| j.ke{1.2.3.4) #N*
jrk

gilt, weil ja Punkte mit nur einer hinreichend kleinen Komponente von dieser Vereinigung
nicht erfasst werden. Aus diesem Grund betrachten wir etwas ,.grofere” Teilgitter, ndmlich:

G'={xeN"|x,;2g;,j#i}2G fiir alle ie{1,..,n}.

(Diese ,,Sdulen” konnen jeweils als disjunkte Vereinigungen G'VG” = G' angesehen werden,
mit G = G'\G’). Seien x,y € G". Wir analysieren Schaltpfade zwischen den beiden Punkten
aus den Regionen G' fiir ein gegebenes i. Nehmen wir an, daf} die Stelle s keine Transition
kontrolliert. Damit kénnten wir das vorherige Korollar fiir dieses G' formulieren, was der
zu beweisenden Aussage aus dem Lemma 5.10 (aber nur fiir dieses G') gleichkdme. Es wdre
ja nur H'=G"' zu setzen. Ansonsten wiirden Schaltpfade zwischen x und y i.a. gegen die
Schaltregel fiir V" verstofen, sollten sie das Teilgitter G~ ,,betreten”, d.h. Punkte von dort
beinhalten. Solche Schaltpfade wdren aber mit Sicherheit zuldssig (oder genauer: die
Schaltfolgen, auf die sie zuriickgehen) hinsichtlich aller Stellen s # s,. Die Legalitdt dieser
Schaltpfade hinsichtlich s, versuchen wir durch geeignete Permutation der entsprechenden
Schaltfolgen herzustellen. Offensichtlich erreichen wir stets die gleichen Endpunkte auf
permutierten Schaltpfaden - von deren Zuldssigkeit einmal abgesehen. Bis zum Ende dieses
Beweises sei v eine fiir U" zuldssige Schaltfolge mit x -  y.

Lemma 5.10.3, Jede Schaltfolge v kann unabhiingig von x und y so permutiert werden,
daB sie hinsichtlich s, zuldssig wird.

Beweis: Die Schaltfolge v zerlegen wir in zwei Teile: v*, bestehend ausschlieflich aus
Transitionen mit £(t,s,)2 &(s,,t) und v~ mit allen anderen Transitionen. Wir lassen zuerst
alle Transitionen aus v" feuern. o

Durch diese simple Permutation haben wir den Eintritt in das Teilgitter G” zwar
verhindert - den Austritt aus G' aber in Kauf nehmen miissen. Die Zuldssigkeit der hier
betrachteten Schaltfolgen beziiglich s, tangiert diese u.U. beziiglich aller anderen Stellen,
was nicht gerade auf ein sehr wertvolles Resultat hinzudeuten scheint. Nichtsdestotrotz ist
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es unschwer zu erkennen, dafl man in einigen Fdllen Erfolg haben wird mit dieser Per-
mutation. Sicherlich wird es von dem Petri-Netz selbst und der betrachteten Schaltfolge
abhdngen - aber auch davon, wie weit die Punkte x und y von g entfernt sind. Weiter wird
man diese Permutation wohl dahingehend variieren kénnen, daf der Austritt aus G' entweder
verhindert oder zumindest begrenzt wird, im Sinne der Entfernung von G'. Entscheidend
in diesem Zusammenhang ist die Frage, ob fiir jedes Petri-Netz eine solche Konstruktion
moglich sein wird. Mit anderen Worten: gibt es eine Konstante h'={h,..,h;} mit h'2 g}
fiir j # i, sodaf} jeder v-Schaltpfad zwischen x und y aus H' = {z € G'| z 2 h'} auf zuldssige
Form permutiert werden kann ? Dieser Schaltpfad diirfte dann H' zwar verlassen - nicht
aber G'. Diese Frage wollen wir in den nachfolgenden Uberlegungen kliren.

X, Lemma 5.10.3

< - vor der Permutation
< - hach der Permutation

Abb. 13

Zur Erinnerung: G’ ist die Menge von Punkten, die hinreichend weit entfernt sind von allen
Gitterachsen (im Sinne des Korollars 5.10.2).
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Lemma 5.10.4. Fir alle (gewdhnlichen) Vektor-Ersetzungssysteme %" und alle Kompo-
nenten ie{1l,..,n) gibt es eine Konstante h‘e N",h;=0, sodafl alle
v-Schaltpfade (zulissig fiir &") zwischen x und y aus H'={z|z2h'} auf
Schaltpfade aus G permutiert werden kdénnen.

X, y Lemma 5.10.4
/7

< < - vor der Permutation
< - nach der Permutation

9, F---

L4

Abb. 14

Beweis: Zundchst bringen wir v auf die Form v'v~, wie im Lemma 5.10.3 bereits durch-
exerziert. Unser Ziel ist es, Teile dieser Schaltfolgen abwechselnd so umzusetzen, dafi der
daraus resultierende Schaltpfad einerseits in die Region G~ iiberhaupt nicht eindringt, sich
aber anderseits moglichst wenig von G' entfernt. Letzteres bedarf einer Prdzisierung. Die
Zahl

6,=max{z;|1<j<n,j+#i fiir alle z auf dem Schaltpfad v}
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bezeichnen wir als dessen Entfernung von ¢t Das Problem besteht darin, diese Entfernung
fiir alle v und unabhdngig von x und y einzuschrédnken. Dann brauchen wir nur noch G'um
6, weiter weg von den Gitterachsen zu wdhlen, um die Zuldssigkeit der hier relevanten
Shaltfolgen zu erreichen.

Dazu betrachten wir den Grenzfall x =y =g (die Verallgemeinerung auf x,y mit
x 2 g,y 2gist dann trivial ). Sollte fiir alle Transitionen, die v* zuzuordnen sind (d.h. nicht
nur diejenigen, die in der betrachteten Schaltfolge vorkommen), k(t,s ;)2 k(s,,t) fiir alle
s, €S gelten, dann konnten wir v' v~ feuern lassen, was auf 6, = O fiir solche Petri-Netze
hinauslaufen wiirde. Von diesem Spezialfall abgesehen, kommen wir jedoch nicht umhin,
G'={zeN"|z¢G") zu betreten. Betrachten wir eine Transition t*, die in v* vorkommt. Da
ein Schaltpfad mit der hier vorausgesetzten Eigenschaft (d.h. mit Wiedereintritt ins H' )
méglich ist, muf es eine Transition oder eine Schaltfolge t~ mit Transitionen aus v~ in v~
geben, sodafl der Schaltpfad t* <t~ einen Endpunkt aus G' trifft. Und weil es nur endlich
viele Transitionen gibt, gibt es auch nur endlich viele ", die dieses bewirken. Leider kann
dieser Schaltpfad in die Region G~ eindringen, was wir unbedingt vermeiden wollten. Wenn
aber zuerst noch weitere Transitionen aus v* feuern und anschliefend die dazugehérigen
Schaltfolgen <~, dann liegt der Endpunkt u.U. in G'. Damit der hier betrachtete v-Pfad
méglich sein kann, kann es nur endlich lange und folglich endlich viele Schaltfolgen mit
Transitionen aus v" geben, die unbedingt feuern miissen, damit die dazugehorigen ©~ den
Schaltpfad wieder ins G' fiihren konnen. Daraus konnen wir aber 6, sicherlich berechnen,
weil es nur endlich viele Kantenviel fachheiten gibt. o}

Obige Uberlegung hat den Beweis dafiir erbracht, da die Entfernung von H' bei
der angestrebten Permutation beschrdnkt ist, d.h. es gibt ein 6N mit 6=256""% das den
gesetzten Anforderungen geniigt. Sei h'={h\,..,hi)y mith}=g,;+0, j #i. Die etwas schmdler
gewordene Sdule H' betrachten wir hier analog zu G' als disjunkte Vereinigung H' UH".
Das vorherige Lemma belegt:

VMyesem(H) 3Lesem(H):

5.10.4

Y ) 5.10.4 o9 ,y 5-10.2 3
(RUIMINH) € 1 € (REAMINH) € (R,i(Mo)NH)C R ,u(Mo).

Wir miissen nur noch kldren, ob die Erreichbarkeitsmenge in H” = H'\H’ ebenfalls, wenn
nicht direkt berechnet, dann wenigstens ,legal”, d.h. durch eine semilineare Teilmenge der
gesamten Erreichbarkeitsmenge eingehiillt werden kann. Nehmen wir an, daf die Stelle
s € S nur eine Transition t' € T kontrolliert. Wir betrachten das Petri-Netz V" ohne diese
Transition (V"\{t"} ), in dem trivialerweise keine Transition innerhalb von H' kontrolliert
wird. Wegen der of fensichtlichen Inklusion

Ry, (DSR4 ()




65

§5. DIMENSIONSBEZOGENE SEMILINEARITATSGRENZEN

sowie der Aquivalenz V" =U"in H'konnen wir sicherlich schreiben:
(%LU MINH) = (RUIYRUIM)NH ) A H” ) = (R KUY MG)NH )N H”)

fiir alle Myc H'. Da wir aber weder x[,’:"(o)nH’ noch :RL’Z"(-) direkt berechnen konnen,
diirfen wir lediglich folgern:

VYMyesem(H) 3Lesem(H"):

\ 5.10.2
RUIMo) L (REUMINHY) € (Rpn(MoINH') SR, (M,).

Sicherlich ist die Fixierung der Anfangsmenge als Teilmenge von H’ keine we-
sentliche Einschrdnkung der Allgemeinheit. Denn, falls die Anfangsmenge gdnzlich in H”
liegt, brauchen wir nur die (semilineare) Einhiillende von

RAMNH

fiir M, einzusetzen. Und sollte M, die beiden Regionen iiberlappen, dann behandeln wir
M,NH und M nH"” dementsprechend. Damit erhalten wir die Erreichbarkeitsmenge des V"
in H'(im mehrfach genannten Sinne), allerdings vorerst nur unter der Voraussetzung, daf
die Stelle s nur eine Transition kontrolliert. Nehmen wir aber an, daf wir das gleiche
Resultat errechnen konnen, wenn diese Stelle n Transitionen kontrolliert. Die Erreichbar-
keitsmenge in H” kennen ohnehin und die in H” konnten wir - laut Voraussetzung - unter
Ausschluf} einer weiteren, durch s, kontrollierten Transition t,.,, berechnen. Von Belang
wdre nur noch, wo die Anfangsmenge liegt, was wir aber zuletzt durch Fallunterscheidung
gemeistert haben.

Die Behauptung aus dem Lemma 5.10 folgt daher induktiv nach der Anzahl der
durch s jkontrollierten Transitionen, wobei wir vollstindigkeitshalber festhalten wollen, daf3
unsere Uberlegung einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von L markiert. x

Damit haben wir das um eine Komponente abgeschwdchte Pendant zum Lemma 4.6
fiir gewohnliche Vektor-Ersetzungssysteme bewiesen. Die Frage, ob unsere Beweisfiihrung
auf zwei Stellen (wie im Lemma 4.6) verallgemeinert werden kann, ist jedoch zu verneinen.
Nehmen wir z.B. das Petri-Netz aus Abb.2 und das Komponentenpaar (4,5), so stellen wir
fest, dap die Stellen s ,und sseinerseits bestimmte Transitionen kontrollieren und anderseits
komplementdr geschaltet sind. Eine solche Situation kann bei gewohnlichen Vektor-
Additionssystemen nicht eintreten, was die Aussage aus Lemma 4.6 verstdndlich erscheinen
lapt. In unserem Fall konnen wir keine vergleichbaren Resultate gewinnen - etwa in
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{xeNS|x2aq) fiir ein a=(a,,..,as) Mt a,=as=0. Gerade daraus resultiert die Ver-
schiebung der Semilinearititsgrenze. Aus Lemma 4.6 und 5.9 (fiir Vektor-Addi-
tionssysteme) wurde in [10] die Semilinearitdtsgrenze n* =S hergeleitet. Da das Lemma
5.9 uneingeschrdnkt gilt (u.U. auch bei mehreren inhibitor-Kanten, wie das Theorem 5.5
lehrt), kann nur eine abgeschwdchte Form von 4.6 gelten.

Diese Vorgehensweise ist im Hinblick auf die hier nicht gekldrten Semilineari-
titsgrenzen sehr zu empfehlen. Nehmen wir z.B. Vektor-Additionssysteme mit genau einer
inhibitor-Kante und ohne kontrollierende Zustdnde. Das Lemma 5.9 gilt wegen Theorem
5.4. Zu zeigen bleibt nur noch Lemma 4.6 fiir diese Variante (ein guter Einstieg ist der
Satz iiber schwach-monotone inhibitor-Transitionen, §7). Das Zusammenfiigen beider
Resultate kann wie in [10] verlaufen. Anders sieht es aus, wenn eine weitere inhibitor-Kante
hinzukommt. Beide Teillosungen verlieren dann ihre Giiltigkeit. Auf diese Fragen kommen
wir noch zuriick (§6).

Im weiteren Verlauf unserer Uberlegungen bedienen wir uns der in [10] ange-
wandten Beweistechnik - selbstverstdindlich in etwas abgednderter Form, weil die Aus-
gangsbedingungen anders sind. '

Das Lemma 5.10 liefert zwar ein interessantes, dimensionsunabhdngiges Resultat
- ist aber im Hinblick auf die zu beweisende Aussage nur im vierdimensionalen Gitter von
Bedeutung. Deshalb gehen wir von der (etwas bedingten) Semilinearitdt und Berechenbarkeit
der Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen in folgenden Regionen in N* aus:

H’"*cN* fiir alle j,ke{1,2,3,4),j#k (Lemma 5.9),

H'c N* fiir alle i€ {1,2,3,4) (Lemma 5.10).

Im zweiten Teil des ,divide-& conquer”-Verfahrens kombinieren wir diese Teillésungen zu
einer globalen Losung, ndmlich im gesamten N*. Seien:

H™= u H' und H"'= u H"*
1£j<4 1<j, k<4
Jrk

Das Lemma 5.9 gilt fiir alle h;, h, € N und deshalb kénnen wir durch geeignete Wahl dieser
Konstanten dafiir sorgen, daf die (nichtdisjukte) Vereinigung von H'') und H") bereits N*
ergibt. Betrachten wir weiter den Durchschnitt H' *nH* ' fiir j# k= 1# j. Dieses Gitter
besteht of fensichtlich aus endlich vielen eindimensionalen Gittern h ., die parallel zuein-
ander und zu einer Gitterachse liegen. Gleiches gilt sicherlich fiir:
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Es ist klar, daf dieser Sachverhalt von essentieller Bedeutung fiir uns ist (denken wir doch
an das Lemma 4.1). Nicht ganz unproblematisch ist jedoch die Frage, wann ein Schaltpfad
eine ,Linie” h, e D durchkreuzt. Deshalb brauchen wir eine etwas andere Menge, ndmlich:

D={xeN*|x-'y, teT,xeH" ,ye H"', H"/# H*},

fiir die sicherlich ebenfalls gilt:

m
D= U h,fiir einmeN. (Es ist DCD).
=1

Bemerkung: Die nachfolgende Abbildung zeigt diese "Linien” im dreidimensionalen Raum,
wobei klar ist, daf in diesem Raum die Semilinearitit sofort folgt, falls sie hinreichend
weit von allen Achsen gegeben ist. Zum Schluf} dieses Kapitels kommen wir noch darauf
zuriick (Lemma 5.15) und attestieren eine weitere, dimensionsbezogene Semilinearitdts-
grenze.

xl
D
A;////
P e o g ==
P e g = %2
1
_—1
X //
g
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ALGORITHMUS A3
input (M,, V,{H''*,H/|1<j,k<4}) ; /¥  Myesem(N*), V-ein gewdhnliches
Vektor-Ersetzungssystem der Dimension
n= 4, sowie die zuvor fixierte Aufteilung
von N*, */
begin /* Die Grundstruktur ist ein direkter, azyklischer Graph (Baum).
Jeder Knoten beinhaltet eine Menge set(-) S N* und eine Mar-
kierung tag(-)e{open,closed), sowie Verweise auf den Vor-
gdnger und den (die) Nachfolger. */
1)  let set(root)=M,; tag(root)=open; /* root hat keine Vorgdnger */
%) on pick leaf:tag(leaf)=open; if not existsgo e ; /* leaf hat keine
Nachfolger */
3)  if set(leaf)c H'* /* j.ke{l,2,3,4),j*k */
4) begin
5) let M =set(leaf)URY "(set(leaf)); /* Lemma 5.9 */
6) let M = Mushift(M); /* shift(M)={x|y-'x,yeM,teT) */
7) for each (je{1,2,3,4)) do
8) create succ;
next
let leaf - succ,set(succ)=MnH', tag(succ)=open;
/* succ wird direkter Nachfolger von leaf */
9) end ;
10)  jf set(leaf)< H' /* je{1,2,3,4) %/
11) begin
12) if 3ancestor(leaf)c H' let tag(leaf)=closed; go on ;
/* gemeint ist ein nicht unbedingt direkter Vorgdnger */
13) let M =set(leaf)ul'; /* L' 2RV Y(set(leas)), Lemma 5.10 */
14) let M = MUshift(M);
15) for each (j,ke{1,2,3,4), j#k) do
16) create succ;
next
let leaf - succ,set(succ)=MnH’*, tag(succ)=open ;
17) end ;
18)  goon;
19 = o a
) e output (L—nolj“set(leaf)) ; /¥ L=2R$(M,) */
end.
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Ein Schaltpfad, der von einem Gitter H"' direkt in ein effektiv anderes Gitter H*"'
hineinlduft, enthdlt of fenbar einen Punkt aus D. Erfolgt dieser Ubertritt nur indirekt, d.h.
auf dem Umweg iiber H', dann ist dies nicht mehr zwingend. Uber Schaltpfade mit einem
Punkt aus h,e€ H"' und mit dem unmittelbar ndichsten Punkt aus einer effektiv anderen
Region H*'' sagen wir, daf sie h, (und damit auch D) durchkreuzen. Nennen wir solche
Schaltpfade B- Pfade - im Gegensatz zu a- Pfaden, die D iiberhaupt nicht durchkreuzen.
Die zu beweisende Behauptung (Theorem 5.14) folgt induktiv nach m , der Anzahl der b,
aus denen sich die Menge D zusammensetzt. Der Induktionsschluf} ist allerdings nur unter
der Voraussetzung moglich (dann aber auch trivial ), wenn die ,.einhiillende Semilinearitdt”
fiir alle B-Pfade gezeigt werden kann, d.h. Schaltpfade, die u.U. alle Linien aus
D durchkreuzen. Auch hier gehen wir den induktiven Weg, ndmlich nach p: 0<p<m, der
Anzahl der durch B - Pfade durchkreuzten Linien h, € D. Insofern sind das zwei ineinander
verkeilte Induktionen. Wir beginnen mit p =0, den a - Pfaden also. (Die im nachfolgenden
Algorithmus errechnete Menge kann natiirlich auch Punkte enthalten, die auf B- Pfaden
erreichbar sind. Dieser Sachverhalt geht auf das Lemma 5.10 zuriick, das Schaltpfade aus
dem Teilgitter G’ und nicht ausschlieflich aus H' zuldft.)

Lemma 5.11. Der Algorithmus A3 berechnet (stets in endlicher Zeit) eine Menge aus
sem(N*) fur alle (gewohnliche) Vektor-Ersetzungssysteme der Dimension
n=4 und alle Anfangsmengen M,esem(N*). Diese Menge enthilt alle
auf a -Pfaden erreichbaren Punkte aus N*, anderseits aber nur Punkte
aus der Erreichbarkeitsmenge von V.

Beweis: Als erstes beobachten wir, daf alle Knoten in dem erzeugten Baum ausschlielich
Mengen enthalten, die gdnzlich entweder in einem Teilgitter H' oder in H"* enthalten sind.
Wir kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf3 auch die Anfangsmenge M, in einer solchen Region
liegt. Da in den Zeilen 8) und 1€) auch nur Mengen mit dieser Eigenschaft hinzukommen,
folgt unsere Behauptung induktiv nach der Linge des (Baum-) Pfades. Die gleiche In-
duktion zeigt dariiberhinaus, daf diese Mengen stets semilinear sind, denn in Zeile 1) haben
wir eine semilineare Anfangsmenge ( Induktionsanfang), in Zeilen 5) und 13) vereinigen wir
eine (laut Induktionsvoraussetzung) semilineare Menge mit stets semilinearen Mengen
(entsprechend Lemma 5.9 und 5.10) und dariiberhinaus ist die Semilinearitdt invariant unter
den in den Zeilen 6),8),14),18) yorgenommenen Operationen. Ferner ist der Baum stets endlich,
weil auf jedem Pfad ein Blatt mit set(leaf)< H' nicht unendlich oft auftauchen kann (ein
solcher Pfad wird in Zeile 12) ,.geschlossen”) und Bldtter mit set(leaf)g H''* zwischen
Bldttern vom Typ H' liegen miissen. Folglich wird in Zeile 19) eine endliche Vereinigung
von semilinearen Mengen ausgegeben. Es bleibt nur noch zu zeigen, dafy diese Menge alle
auf a - Pfaden erreichbaren Punkte enthdlt. Dazu betrachten wir einen solchen Schaltpfad
mit zwei aufeinanderfolgenden Punkten x,,x ., und x e set(leaf) fiir ein Blatt aus dem
errechneten Baum. Nehmen wir an, daf fiir dieses Blatt tag(leaf)=closed gilt. Dann gilt
sicherlich set(leaf)< H' fiir ein je{1,2,3,4) und es gibt einen Vorgdnger leaf” von lea f
in diesem Baum mit set(leaf") aus der gleichen Region und tag(leaf')=open. Sei
x, eset(leaf”) mit x, el x;. Dann gilt aber x eset(leaf’) und deshalb nehmen wir
einfach an: tag(leaf)=open. Liegt x ., in der gleichen Region, wie x,, dann gilt of -
fensichtlich x ., e set(leaf). Andernfalls gilt entweder
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x ;. €(set(leaf)ushift(set(leaf)))NnH' oder
x ;.1 €(set(leaf)ushift(set(leaf)))nH'*,

Die Sohne von leaf beinhalten aber beide Mengen, was den Induktionsschritt nach der
Ldnge des betrachteten a - Pfades liefert. o

Die Induktionsvoraussetzung bezieht sich primdr auf Schaltpfade, die hochstens p < m Linien
aus D durchkreuzen. Der Algorithmus, dessen Existenz vorausgesetzt werden soll, trifft
dennoch auch andere Punkte und zwar nach wie vor aus dem Grund, daf wir nicht die
Erreichbarkeitsmengen selbst, sondern deren Uberdeckungen berechnen kiénnen. Deshalb
muf} unsere Induktionsvoraussetzung lauten:

Induktionsvoraussetzung: (5.12) Die Erreichbarkeitsmengen der vierdimensionalen und
gewohnlichen Vektor-Ersetzungssysteme auf Schaltpfaden, die hdochstens p Linien (#)
aus D durchkreuzen, kénnen immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen
von erreichbaren Punkten eingehiillt werden. o

Lemma 5.13. Unter der Voraussetzung 5.12 gilt: Die Erreichbarkeitsmengen der
vierdimensionalen und gewodhnlichen Vektor-Ersetzungssysteme auf
Schaltpfaden, die héchstens p+ 1 Linien aus © durchkreuzen, kénnen
immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen eingehiillt
werden.

Beweis: Dafl diese Mengen vorerst nicht direkt berechnet werden, sollte uns nicht weiter
Storen. Spdtestens bei p=m ist dieser Sachverhalt belanglos. Ferner wissen wir, daf3 der
Algorithmus A3 keine Punkte treffen kann, die in dem gegebenen Vektor-Ersetzungssystem
nicht erreichbar wdren (die Operationen ¢, %" shift treffen nur einwandfrei er-
reichbare Punkte). Auch diese Behauptung wird also aus diesem Induktionsschritt folgen.
Die Induktion nach m st dann trivial und zusammen mit dem Spezialfall p = m erhalten
wir die im Theorem 5.14 aufgestellte Behauptung. Seien D" = {h,, .., h,} und D**' = DYu{h,y)
mit paarweise verschiedenen Elementen h, . Die Linie h, (wie alle anderen auch) ist ein
wohlgeordnetes, eindimensionales Gitter, das laut Lemma 4.1 nur endlich viele Linear-
komponenten enthalten kann. Eine abwechselnde Anwendung von (5.12), was semilineare
Mengen liefert, sowie Translationen ( shift ), die das Durchkreuzen von h, simulieren,
kommt deshalb in endlicher Zeit zum Stillstand und liefert eine semilineare Menge. x

Theorem 5.14. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir gewdhnliche
Vektor-Ersetzungssysteme ohne kontrollierende Zustinde betragt
n* =4, Es gilt:

Ry(My)esem(N*) fir alle Myesem(N*).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. X
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Unsere Beweisfithrung liefert nahezu automatisch noch ein weiteres Resultat,
nimlich die Semilinearitét der Erreichbarkeitsmengen von dreidimensionalen Petri-Netzen
ohne kontrollierende Zustéinde, allerdings (wegen Theorem 5.7) mit hdchstens einer
inhibitor-Stelle. Offensichtlich sind sowohl inhibitor-Kanten, als auch kontrollierende
Stellen in H={xeN®|x2a) fir ein aeN?> ohne Bedeutung und es besteht folglich
Aquivalenz zu einem dreidimensionalen Vektor-Additionssystem in dieser Region. Das
wiederum ist gleichbedeutend mit der Semilinearitit der Erreichbarkeitsmengen in H
(gerade das ist nicht mehr zutreffend, wenn noch zusdtzlich kontrollierende Zustinde
vorhanden sind) und zusammen mit dem Lemma 5.9, das durch nur eine inhibitor-Stelle
offensichtlich nicht tangiert wird, erhalten wir wieder unsere Teillosungen in

H'={xeN?®|x,<a,} fiir 1 £i<3, sowie in H,
fiir die sicherlich gilt (bei geeigneter Wahl von a ):
H'UH?UH®UH =N3,

Diese Resultate konnen wir sicherlich genauso verwenden, wie im letzten Beweis (die letzte
Abbildung zeigt exakt die Menge D in N*). Deshalb:

Lemma 5.15. Fiir Petri-Netze ohne kontrollierende Zustinde mit hochstens einer
inhibitor-Stelle gilt: n*2>3 x

Dieses Lemma verschdrft zwar etwas unsere Aussagen iiber Vektor-Additions-
systeme mit inhibitor-Vektoren - liefert jedoch keine exakten Semilinearitdtsgrenzen (auf
diese Fragen kommen wir im letzten Kapitel (§7) zuriick). Fiir Vektor-Ersetzungssysteme
gilt jedoch wegen Lemma 4.4 mehr:

Theorem 5.16. Die dimensionsbezogene Semilinearititsgrenze fiir Vektor-Ersetzungs-
systeme mit genau einem inhibitor-Vektor und ohne kontrollierende

Zustinde (auch fir Petri-Netze mit beliebig vielen inhibitor-Kanten,
aber mit nur einer inhibitor-Stelle) betrigt n* = 3. Es gilt:

Ry.(Mo) € sem(N?) fiir alle Moesem(N?).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. o
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§6. WPNC-BERECHENBARKEIT, ZAHLERAUTOMATEN

Im vorangegangenen Paragraphen haben wir u.a. die Auswirkungen von inhibitor-
Kanten auf dimensionsbezogene Semilinearitdtsgrenzen studiert - mit dem etwas iiberra-
schenden Ergebnis, daf3 kontrollierende Zustdnde in dieser Hinsicht wirkungsvoller sind.
Dennoch sind die inhibitor-Kanten ein Mittel, das qualitativ mehr ermoglicht, als nur das
Basismodell. Das belegt z.B. die Unentscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems, kann
aber auch im Zusammenhang mit der Simulation von Berechnungsvorgdngen beobachtet
werden. Wir beginnen mit einer partiellen Vorstellung des durch Rabin angedachten Kon-
zeptes der WPNC-Berechenbarkeit.

Definition 6.1. Sei P ein Petri-Netz mit einer Stellenmenge, die aus folgenden, paarweise
disjunkten Teilmengen besteht:

S={0)U{SIUXUR mit X ={x,,..,Xa}, R={r,,...T%).

Ferner gelte fiir alle Transitionen teT: k(o,t)=0und k(t,x,;)=0 fiir alle x,e X, sowie
k(t,s)2k(s,t). P mit einer Initialmarkierung m,(R)=(m,(r,),..,m,(r,)) ist ein schwa-
cher Petri-Netz-Computer fiir eine Funktion f: D->N mit DCN" (kurz: einm,(R)- WPNC
fiir f), wenn fiir alle Anfangsmarkierungen my(S) e N** 2mit my(R)=m,(R), mo(s) =1,
my(0) =0und my(X)eD gilt:

{[Re(Mo(SN|mexy-o} t o = 0.1, .., F(Mo(X))) .

Existiert ein m,(R)-WPNC fiir eine Funktion f, dann ist diese Funktion WPNC-
berechenbar.

Die Stelle s ist eine Art ,,Handbremse” und kontrolliert meistens alle Transitionen.
Wird sie mit einem Token belegt, so kann der Berechnungsvorgang beginnen. Es muf na-
tirlich fir die entsprechende Initialmarkierung der inneren Stellen, sowie eine Input-
Markierung gesorgt sein. Die Ausgabestelle o darf nicht grifer werden als f(x). Anderseits
muf3 m(o) = f(x) unbedingt erreichbar sein.

Wir wenden uns den ersten Beispielen zu. Besonders einfach ist der Addierer
( WPNC 1), der keine inneren Stellen besitzt. Der Multiplizierer ( WPNC 2) dagegen
benitigt vier solche Stellen und unbedingt eine bestimmte Initialmarkierung (hier:
m,(R)=(1,0,0,0)). Die Korrektheitsbeweise tiberlassen wir dem Leser mit dem Verweis

auf [18].[27].
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WPNC1 f:N?2-5N, f(x;,X2)=%x,+X,
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kontrollicrend fiir
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WPNC2 f:N?-N, f(x,,Xx2)=x,"X;
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Die WPNC-Berechenbarkeit der Addition und Multiplikation liefert sofort einen
Petri-Netz-Computer fiir Polynome, d.h. f : N> N, f(x)=x° fiir ein aeN. Eine mogliche
(wenn auch nicht die kompakteste ) Konstruktion ist die a-fache Kaskade von Multiplizierern
( WPNC 3). Die Eingabe wird auf Stellen kopiert, die jeweils den zweiten Operanden fiir
entsprechende Sektionen liefern. Die erste Sektion multipliziert die Eingabe mit sich selbst
und liefert den ersten Operanden an die zweite Sektion. Diese wiederum multipliziert
(héchstens) x? mit x, usw.

M1

M2

Ma

WPNC3 f:N-N, f(x)=x",aeN

Durch geeignete Kombination der bisher diskutierten Gebilde konnen sogar Polynome
berechnet werden. Eine kompaktere Konstruktion findet der Leser in [18].

Um den Zusammenhang zwischen nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen und
der WPNC-Berechenbarkeit hinreichend schwieriger Funktionen zu beleuchten, berechnen
wir die Exponentialfunktion f:N->N, f(x)=a* fiir ein aeN (im Beispiel zur Basis 2),
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mit Hilfe des Petri-Netzes aus Abb.2. Laut
Lemma 4.4, zusammen mit den Erkennt-
nissen aus dem §3 (gegenseitige Simu-
lierbarkeit der Petri-Netze aus den Bei-
spielen Abb.2 und Abb.4), sind alle Mar-
kierungen mit

m(s3) < 2m(s.)

m(sz)+

erreichbar und nur solche Markierungen.
Folglich konnen die Stellen s, und s; nur
so grofi werden, wie es die s, erlaubt.
Schliefen wir die Input-Stelle an die
Transition t, an, so wird stets gelten:

<2,

m(sz)*m 288)

Das Ergebnis ist dann den Stellen s, und s, unter Beriicksichtigung der notwendigen
Halbierung von m(s,) zu entnehmen. Diese Halbierung, wie iiberhaupt Division durch
Konstanten, ist durch geeignete Kantenviel fachheiten problemlos realisierbar. Damit haben
wir bewiesen, dafy WPNC 4 die Funktion f(x)=2* korrekt berechnet.

Immer wieder machen wir die Erfahrung, dafl sogar ein starkes Wachstum von
Funktionen keine unldsbaren Probleme bei der Berechnung im Sinne der Definition 6.1
bereitet. Sogar so stark wachsende Funktionen, wie die Ackermann-Funktion, sind
WPNC-berechenbar.l

All diese Funktionen haben allerdings eines gemeinsam. sie sind ndmlich monoton
wachsend. Diese Eigenschaft begiinstigt natiirlich die WPNC-Berechenbarkeit, weil ja unsere
Definition das ,,Herantasten an f(x) von unten” ausdriicklich gestattet. Aber gerade dieser
Umstand 1dft Schwierigkeiten bei der Berechnung von anderen Funktionen vermuten.
Nehmen wir z.B. das boolesche ,,NOT”. Diese sehr einfache, aber eben nicht monoton
wachsende Funktion ist nicht WPNC-berechenbar. Das liegt einfach an der Natur der ge-
wohnlichen Petri-Netze. Zwar haben wir im §3 festgestellt, daf} das ,,Testen auf <” u.U.
simulierbar ist (z.B. durch komplementdre Stellen), aber das wiirde die Initialmarkierung
von der Eingabe abhdngig machen. Bei einer festen Initialmarkierung, wie in der Definition
6.1 gefordert, erreichen wir jeden Punkt aus R(m,)erst recht bei einer Anfangsmarkierung,
die gréfer ist als m,. Folglich ist ,,NOT” nicht WPNC-berechenbar.

1 Realisierung von Rekursionen - siehe [18].
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WPNC4 f:N-oN, f(x)=2%

Diese Uberlegung lassen wir als Beweis fiir die nicht-Berechenbarkeit (auf der
Basis der gewohnlichen Petri-Netze) verschiedener Funktionen gelten. So sind z.B. Sub-
traktion, Division und Modulo-Division aus dem gleichen Grund nicht WPNC-berechenbar.
Diese Funktionen sind mindestens in einem ihrer Argumente nicht wachsend. Zwei
inhibitor-Kanten diirften da Abhilfe schaffen (wo sie doch sogar Turing-Maschinen si-
mulieren kénnen). Eine andere Frage ist, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante die an-
sonsten nicht gegebene Berechenbarkeit impliziert. Sicherlich ist das beim ,,NOT” der Fall.
Aber auch die Subtraktion realisieren wir problemlos mit Hilfe von WPNC 5.

Problematisch ist die Modulo-Division, die hinsichtlich beider Argumente die
notwendige Monotonie vermissen ldft. Hochstwahrscheinlich sind hier zwei inhibitor-Kanten
erforderlich, weil jede solche Kante nur eine Stelle auf 0 testen kann. Auf solche Funktionen
wollen wir hier nicht ndher eingehen. Stattdessen untersuchen wir die Modulo-Division zu
einer konstanten Basis ( f:N =N, f(x)=xmoda fiir ein aeN ), die offensichtlich nicht
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‘WTNC5 f:Nz—*N,f(xl.xz)=xl—x2,x.sz

WPNC6 f:N2-N, f(x)=xmoda,aeN
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WPNC-berechenbar ist. Auch diese Funktion kionnen wir unter Zuhilfenahme einer
inhibitor-Kante berechnen. In WPNC 6 kann die Input-Stelle nur dann leer werden, wenn
die innere Stelle r exakt f(x)=x mod a Token enthdlt, die nur in diesem Falle auf o
transferiert werden konnen.

Funktionen, die in nur einem ihrer Argumente nicht wachsend sind, konnten wir
bislang mit Hilfe genau einer inhibitor-Kante berechnen. Trifft das aber auf alle solche
Funktionen zu, d.h. sind sie alle - sagen wir - WPNC' - berechenbar ??2 Die ganzzahlige
Division f:N?2-> N, f(x,,x,)=|x,/x,| scheint dem zu widersprechen. Hier konnen wir aus
verstdndlichem Grund nicht mehr so vorgehen, wie bei der Modulo-Division. Auf diese und
andere offene Fragen werden wir in der abschlieflenden Diskussion ausfiihrlich eingehen.
Die nachfolgenden Uberlegungen, die sich mehr auf die Anzahl der Stellen hinsichtlich
oberer Schranken beziehen, hdngen ebenfalls mit diesen Fragen zusammen, wie wir gleich
sehen werden. Zuvor wollen wir aber unbedingt festhalten, was die Subtraktion und
Modulo-Division belegen, ndmlich die folgende doppelte Inklusion zwischen Klassen von
Funktionen, die durch WPNC’s mit oder ohne inhibitor-Kanten berechenbar sind.:

WPNC c WPNC!''c WPNC?%,

Auf den Einsatz von kontrollierenden Zustéinden in WPNC’s haben wir bislang
verzichtet - aus Griinden der Ubersichtlichkeit. Interessant wdre nun zu iiberlegen, inwieweit
die bislang vorgestellten WPNC’s kompaktiert werden konnten, falls man auf kontrollierende
Zustdnde zuriickgreifen wiirde. Diese konnen nichts an der Berechenbarkeit einer gegebenen
Funktion dndern - egal, ob im Sinne einer der Klassen aus der obigen Relation oder im
Sinne der WPNC-Berechenbarkeit tiberhaupt (Lemma 3.2, §3). Die Frage, ob alle Funktionen
WPNC-berechenbar sind, werden wir im folgenden ebenfalls diskutieren, wobei noch néher
zu prdzisieren bleibt, was hier unter ,,allen” Funktionen zu verstehen ist. Wir beschrinken
uns auf einargumentige und berechenbare Funktionen. Sei also:

F={f: N> N| f algorithmisch berechenbar )

Resultate, die fiir unsere Uberlegungen wertvoll sind, finden wir vor allem in der
Arbeit von Barsdin [30], die sich auf ein anderes, mit Petri-Netzen jedoch verwandtes
Maschinenmodell bezieht. Es handelt sich um sog. Zdhlerautomaten (auch Minsky-
Maschinen). Das in [30] diskutierte Spezialmodell (0.B.d.A.) dieser Maschinen wollen wir
nun vorstellen.

Definition 6.2. Ein n-Bagnd Zdhlerautomat CM" ist ein Tupel CM"=(Q,x) mit einer
endlichen Menge von Zustinden Q={q,,..,qn,) und einer Abbildung x:(QXN")->(QXZ")
mit der Eigenschaft:

2 Selbstverstindlich kénnen hier nur Funktionen gemeint sein, die {iberhaupt (algorithmisch) berechenbar sind.
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Vx,x'eN",q;€Q: x(q;,x)=x(q;,x")
falls {ie{l,...n}|x,=0)={ie{l,...n}|x’,=0).

Ob die Aquivalenz von Zdhlerautomaten zu einer bestimmten Klasse von Petri-Netzen besteht
(zu Vektor-Additionssystemen mit inhibitor-Vektoren und kontrollierenden Zustdnden et-
wa), werden wir spdter untersuchen. Zundchst aber wollen wir uns die Frage stellen, ob
dieses Gebilde als eine Art Turing-Maschine aufgefafit werden kann. Die Theorie von
Mehrband-Turing-Machinen wird als bekannt vorausgesetzt. Die Abbildung x konnen wir
sicherlich als eine Bewegungs- und gleichzeitig Zustandsiiber fiihrungsfunktion ansehen.
Zwar sieht das Grundkonzept von Minsky ein beliebiges Bandalphabet vor - die Berech-
nungsschritte sind aber ohnehin nur von der Position der Lesekdpfe (deshalb auch Zih-
lerkopfe genannt) und von dem vorliegenden Zustand abhdngig. Deswegen folgen wir hier
der Idee von Barsdin [30] und gehen davon aus, dafl die (unverdnderbaren) Inhalte der
einseitg begrenzten Bdnder als die Position der entsprechenden Sektoren interpretiert
werden. Folglich nehmen wir 0.B.d.A. an, daf die Sektoren auf jedem Band mit Null
beginnend durchnummeriert sind, wie unten dargestellt. Die andere Eigenart einer solchen
Turing-Maschine besteht darin, daf der vorliegende Zustand zu jedem Zeitpunkt fiir alle
Zihlerkiopfe gilt. Weiter einigen wir uns darauf, dafl ein Bandiiberlauf nicht zuldssig ist,
was der Natur von Petri-Netzen entspricht.

O/
0

Ein Zdhlerautomat ist also eine Turing-Maschine, sicherlich eine deterministische,
was an der Abbildung x liegt. Dieser Determinismus wirft allerdings ein anderes Problem
auf. Wir kénnen zwar jeden Zdhlerautomaten durch ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten
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simulieren, aber nicht umgekehrt. Die bei Petri-Netzen vorstellbare Situation, wo zwei und
mehr Transitionen gleichzeitig aktiviert sind, wiirde bei den Zdhlerautomaten bedeuten, daf
fiir eine Konfiguration (x, q) die Nachfolgekonfiguration nicht eindeutig bestimmt wdre,
was auf Nichtdeterminismus hinauslaufen wiirde. Halten wir aber fest, daf3 Zihlerautomaten
zu sog. single-path Petri-Netzen (mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zustinden)
dquivalent sind, d.h. solchen, bei denen hichstens eine Transition aktiviert sein kann.3

Definition 6.3. Eine Funktion feF, f:N2D-N ist CMB-berechenbar, wenn es einen
Zdhlerautomaten CM "gibt, der fiir alle Anfangskonfigurationen (x,0,..,0,q9,),x€D,qo€Q
immer in endlicher Zeit und in der Endkonfiguration (O, ..,0, f(x),q) hdlt, fiir ein g € Q.

Theorem 6.1. Jede Funktion f e F ist CM3-berechenbar. (Minsky), [30]4 &

Die ohnehin abgeschwdchte (da lediglich nicht-reflexive) Relation zwischen
Petri-Netzen und Zdhlerautomaten ist auf Zdhlerautomaten und WPNC'’s, und damit auch
auf WPNC*- und CM&2-Berechenbarkeit, nicht iibertragbar. Wir miifiten noch zusdtzlich
sicherstellen, dafl ein ausgewdhliter Zdhlerkopf den zu berechnenden Funktionswert nicht
tiberschreitet. Deshalb sind wir kaum in der Lage, bekannte Resultate auf das jeweils andere
Gebilde (oder die andere Art der Berechenbarkeit) zu verallgemeinern.

Auf noch griéfere Probleme stofien wir beim Versuch, die Semilinearitit der
Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen auf Zdhlerautomaten zu iibertragen. Letztere halten ja
in endlicher Zeit, wenn sie denn eine Funktion aus F berechnen sollten. Deshalb wollen wir
die Linearitdt aus dem nachfolgenden Theorem nicht mit der Semilinearitdt gleichsetzen.
Trotzdem darf anhand der bislang erzielten Resultate (§5) zumindest vermutet werden,
daf eine noch effizientere Berechenbarkeit von Funktionen aus F eher nicht zu erwarten ist
- allenfalls fiir Funktionen, die eben eine gewisse ,Linearitdt” aufweisen. Barsdin gelang
es, diese Eigenschaft genauer anzugeben:

Theorem 6.2. Fiir jede CM2-berechenbare Funktion f € F existieren Konstanten ¢, w € N
mit der Eigenschaft: -

3 Die Abbildung yx 148t swar kontrollierende Stellen nicht zu - wohl aber riickgekoppelte inhibitor-Transitionen.
Man kénnte folglich die Zaihlerautomaten als Vektor-Additionssysteme mit riickgekoppelten inhibitor-
Transitionen (und kontrollierenden Zustéinden) bezeichnen. Diese "Riickkopplungen" fallen jedoch wegen Lemma
3.1 iiberhaupt nicht ins Gewicht.

4 Bereits aus dem Resultat von Lambek [a] (erzielt in einem anderen Zusammenhang), kann die CM"-
Berechenbarkeit von allen Funktionen f ¢ gefolgert werden. Der Bedarf an Béndern ist allerdings hier nicht
herleitbar. Diese Folgerung erméglicht erst das Resultat von Minsky [b]. Siehe dazu [30].

[a] Lambek, Ioachim, "How to program an infinite abacus", Canad. Math. Bull.,1964,4, Nr.3.
——d

[b] Minsky, Marvin, "Recursive unsolvability of Post’s problem of Tag and other topics in theory of Turing
machines", Annals of Mathem., 1961, 74, Nr.3.
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f(x+mw)=f(x)+mé$¢, m=0,1,2,.. (Barsdin), [30] &

Die Minsky-Barsdin Theoreme sind sicherlich sehr wertvolle Resultate, deren
Konsequenzen fiir Petri-Netze (und vor allem fiir WPNC'’s) interessant sind. Es sei al-
lerdings ausdriicklich betont, daf es sich hier lediglich um wettbewerbsfreie Petri-Netze
handelt und um eine Eigenschaft, die nicht gleichbedeutend ist mit der Semilinearitdt der
Erreichbarkeitsmengen. Deshalb sind die Theoreme 5.4 und 5.5 allemal stdrker, als jede
direkte Folgerung aus 6.1 und 6.2.

Im nachfolgenden Korollar beschiftigen wir uns mit den hdrtesten Funktionen f € F

hinsichtlich der CM&R-Berechenbarkeit. Aufgrund der fehlenden Aquivalenz zwischen
WPNC’s und Zdhlerautomaten konnen wir kaum brauchbare Aussagen iiber WPNC-
Komplexitit von F machen. Deshalb:

Korollar 6.3. Es gibt Funktionen aus ¥, die mit Hilfe von zweidimensionalen WPNC'’s
(mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zustinden) nicht berechenbar
sind. o

Damit héitten wir gekldrt, wie die Kompaktierung von WPNC'’s durch kontrollierende
Zustdnde aussehen und vor allem, wie wirksam sie sein kann. Der Schlufl auf die Dimension
von WPNC’s ohne kontrollierende Zustinde ist wegen Lemma 3.3 trivial. Allerdings ist
damit noch nichts iiber die Anzahl der Transitionen, insbesondere der inhibitor-Kanten
gesagt. Ferner resultiert aus der CM2-Berechenbarkeit einer gegebenen Funktion lediglich
die untere Schranke fiir den kompaktesten WPNC ( mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden
Zustinden), der sie berechnet. Auf diese Fragen kommen wir im ndchsten und zugleich
letzten Kapitel dieser Arbeit zuriick.
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Die abschliefiende Diskussion beginnen wir mit den zuletzt gemachten Beobach-
tungen hinsichtlich der WPNC-Berechenbarkeit. Die echten Inklusionen zwischen den
Klassen WPNC, WPNC' und WPNC? sind sicherlich ein elegantes Resultat, das letzten
Endes das belegt, was wir ldngst vermutet haben - ndmlich, daf die inhibitor-Kanten (und
eine einzelne ebenfalls) eine qualitative Verstidrkung des Grundmodells darstellen. Dennoch
drdngen sich dabei einige Fragen auf. Die erste Frage wirft die ganzzahlige Division auf,
die nur in einem ihrer Argumente fallend ist und trotzdem nicht WPNC" -berechenbar zu
sein scheint. Der Beweis fiir |-/ | ¢ WPNC" kénnte uns dem bislang unbekannten Kriterium
fiir die Zugehorigkeit von Funktionen zu den entsprechenden WPNC-Klassen ndher bringen.
Letzteres ist wohl die wichtigste of fene Frage in diesem Zusammenhang. Ein schwaches
Kriterium haben wir im letzten Kapitel kennengelernt und zum Teil erfolgreich angewandt:

> Anzahl der Argumente, in denen

Anzahl der }
~ | die Funktion nicht wachsend ist.

inhibitor — Kanten

Das Beispiel der ganzzahligen Division (und auch z.B. der Modulo-Division zur variablen
Basis: xmody ¢ WPNC??) zeigt jedoch, daf dieses Kriterium nicht das exakte sein kann.
Aber auch einargumentige Funktionen werfen einige offene Probleme auf. Die Minsky-
Barsdin Theoreme (§6) definieren klar den dimensionsbezogenen Rahmen in Petri-Netzen,
die wir als wettbewerbsfrei bezeichnet haben. Diese Eigenschaft konnte sich als hilfreich
erweisen, wenn mehr bekannt wdre iiber obere Schranken z.B. hinsichtlich der kontrollie-
renden Zustdnde in den relevanten Zdhlerautomaten. Die zu erwartenden Resultate, die auf
diesem Wege gewonnen werden kinnten, blieben dennoch wahrscheinlich weit unterhalb
dessen, was die Erfahrungen aus dem vorherigen Kapitel vermuten lassen. Die dort be-
trachteten Funktionen f € F vermochten wir ja in WPNC’s mit nur einer inhibitor-Kante zu
berechnen.

Die Theoreme 5.4 und 5.5 (§5) belegen, daf die inhibitor-Kanten die dimen-
sionsbezogenen Semilinearitdtsgrenzen nur geringfiigig verschieben. Auf der anderen Seite
zeigt das Theorem 5.14 (zusammen mit dem Lemma 4.4), dafl bereits genau eine
inhibitor-Kante eine solche Verschiebung verursacht. Dieser Umstand wiirde eher auf die
Unentscheidbarkeit des bislang of fenen Erreichbarkeitsproblems fiir Petri-Netze mit genau
einer inhibitor-Kante hindeuten. Allerdings sollen wir diese Deutung nicht iiberbewerten -
nicht zuletzt angesichts der Tatsache, daf3 kontrollierende Zustinde viel wirksamer sind in
dieser Hinsicht. Letzteres exakt zu beweisen, wiirde mit Sicherheit sehr aufwendige
Uberlegungen (wie z.B. die Theoreme 5.4 und 5.14) erforderlich machen. Auf der anderen
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Seite 1Gft das Theorem 5.4 vermuten, daf die dimensionsbezogenen Semilinearitdtsgrenzen
fiir Petri-Netze ohne kontrollierende Zustinde auf die Simulierbarkeit eines gewissen, in
jeder Hinsicht ,,minimalen” Netzes mit kontrollierenden Zustdnden hinauslaufen. Diese
These wird wohl kaum direkt beweisbar sein. Sie wird vielmehr aus den dimensionsbezo-
genen Semilinearitdtsgrenzen fiir alle Grundmodell-Varianten folgen. Wir werden sehen,
dafl recht beachtliche Aussagen in Anlehnung an diese These moglich sind, und deshalb
wollen wir sie hier moglichst stark untermauern.

Zundchst miissen wir uns die Frage stellen, welche Petri-Netze ( mit kontrollierenden
Zustdnden und nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen) die einfachsten sind im Hinblick
auf eine eventuelle Simulation. Ist vielleicht das Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.5 ein
solch einfaches Petri-Netz (mit weniger als zwei inhibitor-Kanten) ? Diese Frage werden
wir exakt beantworten konnen. Was ist dann aber die Konsequenz daraus ? Nehmen wir an,
daf die Simulation der kontrollierenden Zustinde aus diesem Beispiel mit Hilfe von
ver fiigharen Mitteln (bestimmter Anzahl der zusdtzlichen Stellen, sowie inhibitor-Kanten)
nachweislich nicht moglich ist. Sind die Erreichbarkeitsmengen der zusdtzlichen Stellen
beschrinkt (oder beschrinken wir deren Aufnahmekapazitdten willkiirlich), dann simulieren
diese ein einfacheres Netz, als das einfachste mit nicht-semilinearen Erreichbarkeits-
mengen. Trifft das nicht zu, dann kann man daraus - beweistheoretisch gesehen - noch
nicht auf die Semilinearitdt schliefen. Allerdings liegt diese Vermutung nahe - nicht zuletzt
wegen Lemma 4.6 und der ,,Neigung” der Petri-Netze zur Semilinearitdt, wenn hinreichend
viele Stellen gleichzeitig beliebig grofS werden kionnen (inhibitor-Kanten sind in diesen
Regionen ohnehin bedeutungslos). Dieses setzen wir voraus, wobei hier auch andere For-
mulierungen fiir den gleichen Sachverhalt denkbar sind.

Auf diese These aufbauend zeigen wir, dafl das Petri-Netz aus Abb.5 in jeder
Hinsicht das einfachste mit nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen ist. Zundchst be-
obachten wir, daf3 mindestens zwei kontrollierende Zustdnde erforderlich sind, denn gerade
das besagt unsere These. Eine zweite 0-Transition (die erste reine Zustandstiber fithrungs-
transition ist die t, ) wiirde die kontrollierenden Zustdnde iiberfliissig machen. Es bleibt
nur noch zu zeigen, daf3 sdmtliche Transitionenbeschriftungen, die unser Petri-Netz bein-
haltet, auch erforderlich sind. Im Hinblick auf die Simulation ndmlich, sind nur diese von
Belang. Fehlt eine Transition mit q; - q;, dann kénnen wir den Zustand q; umgehen. Das
Fehlen einer Transition mit q,- q,, j # k macht wiederum den letzten unerreichbar, es sei
den, der Anfangspunkt beinhaltet gerade diesen Zustand. Dann aber konnen wir die Er-
reichbarkeitsmenge in diesem Zustand (semilinear laut unserer These) als Anfangsmenge
fiir das Netz, das nur in dem anderen Zustand schaltet, nehmen. Das heiflt aber, daf
hinsichtlich der Art und Anzahl der Transitionen (und laut Lemma 5.1 auch hinsichtlich
der Dimension) dieses Netz das am einfachsten zu simulierende ist (mit eben nicht-
semilinearen Erreichbarkeitsmengen). Damit wdre die Frage der dimensionsbezogenen
Semilinearitdtsgrenzen auf die Simulierbarkeit des Petri-Netzes aus Abb.5, oder eines
anderen mit den gleichartigen Transitionenbeschriftungen reduziert. Entscheidend ist dabei
nicht nur die obige These, sondern auch das Theorem 5.4.
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Die Folgerungen sowie die bislang erzielten Resultate (§5) stellen wir tabellarisch
zusammen, wobei die Semilinearitdtsgrenzen, die aufgrund unserer These gewonnen wurden,
unter Vorbehalt zu stellen und daher mit einem Fragezeichen versehen sind. Die Fragen
der Simulierbarkeit, die zu diesen Erkenntnissen gefiihrt haben, iiberlassen wir dem Leser.

G b - l d inhibitor-Kanten. || Semilinearititsgrenze.
e l e inhibitor-Stellen. Referenz.
Vektor-Additions- /Ersetzungssysteme =0 n*=2
mit kontrollierenden Zustédnden c=0 Lemma 5.3, Abb.5
Vektor-Additions- /Ersetzungssysteme =1 n*=2
mit kontrollierenden Zustdnden o=1 Theorem 5.4, Ab66.5
Vektor-Additions- /Ersetzungssysteme 122 n‘=2
mit kontrollierenden Zustdnden o=1 Theorem 5.5, Abb.5
Vektor-Additions- /Ersetzungssysteme 22 n*=1
mit kontrollierenden Zustdnden 022 Theorem 5.6, A66.9
Vektor-Additionssysteme v=0 n*=5
ohne kontrollierende Zustdnde c=0 Lemma 5.2, Anh. A
Vektor-Additionssysteme 121 n'=5"(3<n'<5)
ohne kontrollierende Zustdnde o=1 Lemma 5.15, Anh. A
Vektor-Additionssysteme 122 n*=4"(1<n"<4)
ohne kontrollierende Zustdnde 022 Theorem 5.6, Abb. 10
Vektor-Ersetzungssysteme =0 n*=4
ohne kontrollierende Zusténde 6=0 Theorem 5.14, Abb.2
Vektor-Ersetzungssysteme 121 n*=3
ohne kontrollierende Zustdnde o=1 Theorem 5.16, Abb.4
Vektor-Ersetzungssysteme 121 n"=3"(1<n"<3)
ohne kontrollierende Zustdnde 622 Theorem 5.6, Abb.4

Das wohl wichtigste und leider nach wie vor offene Problem bleibt das Erreich-
barkeitsproblem fiir Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante. Wir machen abschlieend
eine Aussage, die moglicherweise zu einer Teillosung dieses Problems fiihren kann, die
aber gleichzeitig ein interessantes, dimensionsunabhdngiges Resultat im Hinblick auf die

Semilinearitdt liefert.
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Definition 7.1. Eine inhibitor-Transition ;+ in einem Petri-Netz mit (PN*) ist schwach-

monoton, wenn entweder k(s,t') e {1,0) oder k(t',s) =0 fiir alle s e S gilt. Fiir die Trans-

lationen ( Additionsvektoren), die auf eine solche Transition zuriickgehen, gilt dann entweder

v'20 oder v'<0.

Theorem 7.1. Sei ¥ ein Vektor-Additionssystem mit (genau) einem und schwach-
monotonen inhibitor-Vektor v*, sowie der inhibitor-Hyperebene s, = 0, und
seien U, W weitere Vektor-Additionssysteme, mit:

U=Y\{v'),}
W=V\{v'}U{v") mit v*=0v'+0 .2

Es gilt: Ry(x0) = Ry(Ry(Ru(x0))],-0) -

Beweis: Offensichtlich gilt:
(*) Ru(CISRy(CICSRY().

Betrachten wir einen Schaltpfad in ‘W zwischen zwei Punkten aus der inhibitor-Hyperebene.
Ist die inhibitor-Transition v' € V schwach-positiv, dann konnte sie zuerst feuern (genauso
oft, wie in dem Schaltpfad in W ) und die restlichen Transitionen danach, in unverdnderter
Reihenfolge. Umgekehrt, konnte eine schwach-negative Transition zuletzt feuern, nachdem
die restlichen Transitionen bereits gefeuert haben. Wir beobachten also, daf unzuldssige
Schaltpfade u.U. so permutiert werden kiénnen, daf sie zuldssig werden. Ein permutierter
Schaltpfad trifft sicherlich den gleichen Endpunkt und daraus folgt:

R om0 SRy (Ispm0 -
Zusammen mit (*) erhalten wir sogar:
Ry (smo=Ry()lsm0-
Folglich gilt fiir jeden Anfangspunkt x , aus der inhibitor-Hyperebene:

Ry(xo) = jtu(:k‘w(xo)l,,l.o)-

1 Im 4quivalenten Petri-Netz bedeutet das den AusschluB der inhibitor-Transition.

2 Erinnern wir uns an die "Pseudoarithmetik”, die das Element . einschlieBt (§2, Seite 17). Demnach gilt 0+.=0.
Die Addition des 0-Vektors sum v* ersetzt also simtliche Komponenten gleich . durch 0 und 148t die ibrigen
unveréndert. Im dquivalenten Petri-Netsz ist das gleichbedeutend mit dem AusschluB der inhibitor-Kante.
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Liegt der Anfangspunkt x ,nicht auf der inhibitor-Hyperebene, dann konnen wir zuerst die
Menge der auf dieser Ebene erreichbaren Punkte unter Ausschlufl der inhibitor-Transition
berechnen. Ry(x,) ist dann fiir x,einzusetzen. Das ergibt:

Ry(x0) = Ru(Rw(Ru(x0)),,-0) - H

Sicherlich konnte man eine dhnliche, jedoch entsprechend stdrker rekursive Glei-
chung aufstellen, falls mehrere, aber ausschlieflich schwach-monotone inhibitor-
Transitionen vorhanden sind.

Die obige Rekursionsgleichung beschreibt die Erreichbarkeitsmengen von Petri-
Netzen (mit einer schwach-monotonen inhibitor-Transition) mit Hilfe von Erreichbar-
keitsmengen gewdhnlicher Petri-Netze. Zwar ist deren Beschreibungsproblem unent-
scheidbar - entscheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem. Folglich kénnte man den
Algorithmus, z.B. aus [16], rekursiv anwenden... - wenn da der Durchschnitt mit der
inhibitor- Hyperebene nicht dazwischen ldge. Schlief}t das aber unbedingt die Beschreibung
der Erreichbarkeitsmengen ein ? Auch diese Frage lassen wir hier of fen. Im Hinblick auf
die Semilinearitdt gewinnen wir dennoch das folgende Resultat:

Korollar 7.2. Dimensionsbezogene Semilinearititsgrenzen sind von schwach-monotonen
inhibitor-Transitionen unabhingig. x
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Anhang A. SIMULATION DER KONTROLLIERENDEN
ZUSTANDE IN GEWOHNLICHEN
VEKTOR-ADDITIONSSYSTEMEN

Kontrollierende Zustdnde kinnen laut Lemma 3.3 auch in Vektor- Additionssystemen
simuliert werden. Diese Simulation wollen wir hier etwas genauer schildern. Als Basis
nehmen wir wieder das Petri-Netz aus dem Beispiel A66.5 (§3), das zwei kontrollierende
Zustdnde enthdlt. Der Aufwand dieser Simulation ist betrdchtlich. Erforderlich sind drei
zusdtzliche Stellen r,,r,,r; und dariiberhinaus jeweils zwei Transitionen fiir jeden kon-
trollierenden Zustand. (In unserem Beispiel: t{3},t$3) fiir den Zustand q, und t$?),t53 fiir
q.). Das Petri-Netz simuliert den Zustand q,, bzw. q,, wenn die Markierung auf den

zusdtzlichen Stellen entsprechend
m(r)=(1,6,0) fiir q,, bzw. m(r)=
=(2,3,0) fiir q, ist. Andere Mar-
kierungen sind als Zwischenzustdnde
zu verstehen, die im urspriinglichen
Petri-Netz nicht vorkommen. Im
Anfangszustand m,(A66. A1) ist nur
die Transition t$*) aktiviert und
nachdem sie gefeuert hat ist das die
t{). Wir haben dann m(r)=(6,0,1)
und in diesem Zustand sind die
Transitionen t, und t, aktiviert (d.h.
genau diejenigen, fiir die q*(t)=q,
gilt !). Feuert die erste der beiden,
dann erhalten wir wieder die Aus-
gangsmarkierung auf den zusdtzli-
chen Stellen. Andernfalls lautet diese
Markierung m(r)=(2,3,0), was mit
dem kontrollierenden Zustand q, zu
identifizieren ist. Die Transitionen
t§2) und t§3 sind jetzt blockiert und
bleiben es wdhrend und nach dem
Schaltvorgang t53t%3, der dann
m(r)=(3,0,2) liefert ( A66.A2). In
diesem Zustand sind ausschlieflich

Abb. A 1. Kontrollierender Zustand q .




90

Anhang A. SIMULATION DER KONTROLLIERENDEN 2USTANDE IN GEWOHNLICHEN VEKTOR-ADDITIONSSYSTEMEN

die Transitionen t, und t, aktiviert.
Feuert die erste der beiden, dann
erhalten wir wieder m(r)=(2,3,0)
und die Transitionenfolge t5t53)
(und nur diese) kann erneut feuern.
Feuert jedoch die Transitiont,, dann
erhalten wir m(r)=(1,6,0), was mit
q., gleichzusetzen ist. Wieder kann
(ausschlieflich) die Transitionen-
folge t{7t§%3  feuern usw. Unser
Petri-Netz geniigt offensichtlich
(PN*) - ist also ein Vektor-Addi-
tionssystem, das die in Abb. 11 zu-
sammengestellten Simulationsva-
rianten komplettiert. Wir halten fest:
der Aufwand dieser Simulation setzt
sich aus drei zusdtzlichen Stellen,
sowie 2 |Q| zusdtzlichen Transitio-
nen zusammen. (Letzteres gilt na-
tirlich auch dann, wenn das zu si-
mulierende Petri-Netz inhibitor-
Kanten enthdlt und diese als Simu- Ab66.22. Kontrollierender Zustand q,.
lationsmittel nicht verfiigbar sind.

Diese Simulation ist offenbar als schwach zu bezeichnen, weil sich jeder zu si-
mulierende Schaltvorgang in Etappen vollzieht. Dem Feuern einer beliebigen Transition im
‘urspriinglichen Petri-Netz entspricht stets eine auf drei Transitionen zurlickgehende
Schaltfolge im Simulationsnetz. Die zu der Schaltfolge t\t,tst (1))t t; (wie in allen
bisherigen Beispielen) dquivalente Schaltfolge lautet in diesem Fall:

Auch hier wollen wir vollstindigkeitshalber die Zustandsverdnderungen bei der Umsetzung
dieser Schaltfolge studieren. Die Zustinde m,,m,, my,mgs,m,,my sind die bereits er-
wdhnten Zwischenzustdnde,! die iibrigen sind mit (erreichbaren ) Zustdnden des zu simu-
lierenden Petri-Netzes zu identifizieren.

1 Dennoch gehoren die Markierungen der ersten drei Stellen stets gur Erreichbarkeitsmenge des urspriinglichen
Petri-Netzes, was auch der Sinn der Simulation ist. Die Unterscheidung zwischen diesen beiden Zustandsarten
ist ausschlieBlich simulationstechnisch bedingt.
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