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S1. HISTORISCHES, MOTIVATION.

Petri-Netze (konzipiert 1962 durch C.A. Petri t2I I ) Iiefern ein sehr komfortables
und mittlerweile kaum wegzudenkendes Hilfsmittel bei der Darstellung und Analyse ver-
schiedenartiger Vorgänge. Insbesondere die systemanalytischen Aspekte im Zusammenhang
mit interaktiv ablaufenden Prozessen, wie z.B. Synchronisation (locking), Systemstillstand
(deadlock), Objektverfügbarkeit (scheduling) können in einer sehr anschaulichen Form
angegangen werden [5J,[12J. Die zu den Petri-Netzen äquivalenten algebraischen Ag-
gregate, wie Yektor-Additions- bzw. Ersetzungssystemer erleichtern zudem die rechner-
g e stüt z te S imul ati on von derarti gen Interaktionen.

Die naturgemöfi schwierigen systemanalytischen Probleme, wie z.B. Aspekte der
Lebendigkeit eines vorliegenden Systems [7 J,[ ]4J, werden in Anlehnung an das Petri-Netz
Modell zwar anschaulicher, aber selbstverstöndlich nicht leichter. So sind beispielsweise
Fragen im Zusammenhang mit den Erreichbarkeitsmengen2 von Petri-Netzen häufig gar
nicht algorithmisch entscheidbar - und wenn, dann meistens extrem komplex. Andere
wiederum konnten bislang weder als entscheidbar, noch als unentscheidbar ausgewiesen

werden.

Anderseits sollte nicht übersehen werden, daß die in [ 21J vorgestellten Gebilde, die
wir im weiteren als ,,gewöhnliche Petri-Netze" bezeichnen wollen, nicht uneingeschränkt
universell sind. Auf die Grenzen deren Anwendbarkeit stöfft man z.B. beim Simulieren von

Berechnungsvorgängen. Die durch Rabin konzipierte schwache Berechenbarkeit durch ein
( gewöhnliches) Petri-Netz (angelehnt an das WPNC-Modells), gilt nur für eine bestimmte

Klasse von Funktionen. Zwar sind sogar einige stark wachsende Funktionen in diesem Sinne

berechenbar (2.8. die Ackermann-Funktion - p|J), aber bereits bei relativ simplen, nicht
monoton wachsenden Funktionen entsteht die Notwendigkeit, das Feuern von Transitionen
an das Leersein von bestimmten Stellen zu knüpfen. Das so modifizierte Petri-Netz enthält
sog. inhibitor-Kanten und ist nur eine der inzwischen zahlreichen Varianten des Grund'
modells. Andere enthalten z.B. Stellen mit eingeschränkten Aufnahmekapazitäten oder

verzweigte Kanten - um nur einige zu nennen [27 J. Diese Modifikationen machen aber die
o.e. Probleme, z.B. das Erreichbarkeitsproblem, offensichtlich nicht leichter, denn die
WPNC-Berechenbarkeit von hinreichend komplizierten Funktionen (2.8. notwendigerweise

auf der Basis von Petri-Netzen mit inhibitor-Kanten) ist gleichbedeutend mit entsprechend

I engl. vcctor addition system, vector replacement eyetem.

2 dierc cnteprechen den Mengen aller erreichbaren Syrtemruatände.

3 engl. weak Petri net Computer. Er handelt rich dabei um ganrrahtige FunLtionen [16],[25].
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diffizilen Erreichbarkeitsmengen, mit allen Konsequenzen für die dantit zusammenhän-
genden Probleme. So rnodifizierte Petri-Netze sind demnach zwar leistungsföhiger, können
aber die an sie angelehnte Systemanalyse erheblich erschweren oder gar unmöglich machen.

Diesen Sachverhalt beobachten wir anhand des sog. allgemeinen Erreichbarkeit-
sproblemsl. Die Frage, ob ein gewisser Zustand von einem fixierten Anfangszustand aus
erreicht werden kann, ist von essentieller Bedeutung für viele systemanalytische Aspekte
(2.8. Erreichbarkeit eines Zustandes, der dem Systemstillstand entspricht [5J oder Sy-
stemlebendigkeit6 p4J,[29J), sowie für viele Probleme aus dem Bereich der Algebraund
Numerik. Dieses Problem ist entscheidbar, bezogen auf die gewöhnlichen Petri-Netze -
unentscheidbar hingegen für Petri-Netze mit inhibitor-Kanteng [7J.

Interessant ist aber auch die Frage, wie schwer das Erueichbarkeitsproblem ist und
wie es praktisch gelöst werden kann (hier denken wir stets an gewöhnliche Petri-Netze).
Die naheliegende Vorgehensweise dieses Problem durch Bestimmung der Erreichbarkeits-
menge zu lösen ist überraschenderweise algorithmisch nicht realisierbar. anentscheidbar
ist auch die Frage der mengentheoretischen Inklusion, bzw. Gleichheit von Erueichbar-
keitsmengen zweier Petri-Netze (sog.Inklusions- bzw.GleichheitsproblemT [2J,[9J,t28]).
So verwundert es nicht, da$ die in t16l,t26] vorgestellten Algorithmen keinerlei Aspekte
der Erreichbarkeitsmengenbeschreibung angehen. Eine brauchbare Beschreibung der Er-
reichbarkeitsmengen ist nur bei den gegenüber dem Grundmodell etwas vereinfachten
Petri-Netzen möglich II],[6],[17],t20]. AII das zeugt von ziemlicher Nähe zur Grenze
des algorithmisch Machbaren und es kann lolglich davon ausgegangen werden, clafi das
Erreichbarkeitsproblem sehr komplex ist. Selbst bei paralleler Abarbeitung kommt man um
exponentielle Laufzeiten nicht herum [15J.

Die Unentscheidbarkeit des Inklusionsproblems und die darauf zurückgehenden
enormen Schwierigkeiten bei der praktischen Lösung des (allgemeinen) Erreichbarkeits-
problems veranlassen uns zu fragen, unter welchen Umständen die unentscheidbaren Pro-
bleme entscheidbar, insbesondere das Erreichbarkeitsproblem einfacher werden kann. Wir
haben bereits angedeutet, daß die Erreichbarkeitsmengen von gewissen Klassen der ge-
wöhnlichen Petri-Netze berechnet werden können. Der Preis dafür ist eine gegenüber dem
Grundmodell eingeschrdnkte Leistungsföhigkeit (bisher sprachen wir von leistungsstei-
gernden Varianten des Grundmodells) - diese ist aber in der Praxis häufi7 ausreichend.
Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Erreichbarkeitsmenge endlich ist, was sogar
feststellbar ist [11J. Es ist nämlich in diesem Falle möglich, die Erreichbarkeitsmenge zu
berechnen, und folglich ist das (endliche) Inklusionsproblem (und damit auch das
Gleichheitsproblem) entscheidbar I I I J, wenn auch von exorbitanter Komplexität I I|J. Auch
unendliche Erreichbarkeitsmengen können berechenbar sein - vorausgesetzt, daß deren

4 engl. general reachability problem.

5 engl. liveness problem.

6 bei swei und mehr inhibitor-Kanten besteht Aquivalens zum Halteproblem.
7 engl. inclusion problem, equality problem.
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Struktur hinreichend regulär ist, z.B. semilinear, d.h. erfaßbar durch die sog. Presburger
Arithmetik [22]. (Die Semilinearitdt der Erreichbarkeitsmenge ist ebenfalls algorithmisch

feststellbar.)

Derartige Resultate können - neben der Vereinfachung vieler Probleme - auch eine

andere Rolle spielen. Noch vor wenigen Jahren waren sie Teillösungen des damals noch

offenen Erreichbarkeitsproblems und Meilensteine auf dem Wege zu dessen endgültiger
Lösung. Gerade dieser Umstand war das Hauptmotiv für die Entstehung dieser Arbeit. Das

bislang offene Erreichbarkeitsproblem von Petri-Netzen mit genail einer- und dessen

Unentscheidbarkeit bei mehreren inhibitor-Kanten haben uns veranlafit, nach öhnlichen
Resultaten zu suchen. Insbesondere konzentrieren wir uns in der vorliegenden Arbeit auf
die Frage, inwieweit die aaf der Semilinearität basierenden Aussagen auf Peffi-Netze mit
inhibitor - Kanten übertragbar sind.

Die Semilinearitöt der Erreichbarkeitsmengen ist zunöchst bei Petri-Netzen von

geringer Dimensiong zu erwarten. Diese Vermutung bestötigte Van Leeuwen [25J für
(gewöhnliche) Vektor-Additionssysteme der Dimension n<3, gefolgt von Hopcroft und
Pansiot [10J, die sogar die exakte, dimensionsbezogene Grenze der Semilinearitöt er-
mittelten (nss). In der vorliegenden Arbeit wird u.a. untersucht, ob inhibitor-Kanten diese

Grenze tangieren. Unabhdngig von der Dimension sind die Erreichbarkeitsmengen von sog.

selbstdualen Petri-Netzen stets semilinear [4J. Das Erueichbarkeitsproblem ist in diesem

Falle dquivalent zum Wortproblem kommutativer Halbgruppene [4J,[8J, und folglich ist
dessen Komplexittit von besonderem Interesse für uns I 19J.

Desweiteren werden einige ergdnzende Aussagen über die Struktur der Erreich-
barkeitsmengen von gewöhnlichen Yektor-Ersetzungssystemen gemacht. Die hier ermittelte
dimensionsbezogene Semilinearitötsgrenze gibt zugleich Aulschluß über das Kompaktie-
rungspotential kontollierender Stellen, die ein Bestandteil vonVektor-Ersetzungssystemen,
nicht aber Vektor-Additionssystemen sind. Die Auswirkung solcher Stellen auf die di-
mensionsbezogene Semilinearitdtsgrenze gewöhnlicher Petri-Netze wird damit ebenfalls
geklört. Die Kombination: kontrollierende Stellen und inhibitor-Kanten, ist in diesem

Zusammenhang etwas diffiziler und wird in der vorliegenden Arbeit nur im Sinne von

oberen Schranken geklört (ein möglicher Weg zur Beantwortung relevanter Fragen hin-
sichtlich dieser Konstellation wird durch eine entsprechend untermauerte These mit weiteren

Hinweisen aufgezeichnet). Aukrdem diskutieren wir Vektor-Additonssysteme, bei denen

das Feuern von Transitionen zusötzlich an das Vorliegen eines bestimmten Zustandes

geknüpft ist. Diese Gebilde sind leistungsföhiger und besitzen eine Semilinearitätsgrenze

von n<2 [10J. Sog. Vektor-Ersetzungssysteme mit kontrollierenden Zustlinden werden

definiert und deren Semilinearitätsgrenze ermittelt, Auch hier wird die Auswirkung von

inhibitor-Kanten auf diese Grenze untersucht, vtas uns ein Resultat liefert, das in Anbetracht

der Minsky-Barsdin Theoreme [ 30 J zwar vermutet, jedoch nicht hergeleitet werden konnte.

8 gemeint igt die Ansahl der Stellen.

9 engl. word problem for commutative semigroupE.
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Abschliefond diskutieren wir einige of fene Fragen, z.B. das Erueichbarkeitsproblem
der Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante. Ein interessanter Spezialfall geht auf
schwach-monotone inhibitor-Transitionen zwück. Die Rückführung auf die Erreichbar-
keitsmengen gewöhnlicher Petri-Netze ist wegen der Unentscheidbarkeit des Inklusion-
sproblems zwar noch nicht die abschliefunde Lösung des Emeichbarkeitsproblems, kann
aber sicherlich als ein guter Tip auf dem Wege dahin angesehen werden.

Die vorliegende Arbeit vermittelt Denkanstöfu hinsichtlich vielerlei offener Pro-
bleme, z.B. hinsichtlich der Projektionen der Petri-Netz-Emeichbarkeitsmengen auf Stellen,
um nur ein weiteres, bislang ungelöstes Problem zu nennen. Diese Projektionen sind bei
gewöhnlichen Vektor-Additonssystemen unabhöngig von der Dimension semilinear t3l -
es ist allerdings unklar, wieviele inhibitor-Kanten diesen Sachverhalt veröndern können.
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Die Diskussion der grundlegenden Konzepte lehnen wir zunöchst an gewöhnliche
Petri-Netze an-

Definition 2.1. Ein pewöhnliches Petri-Netz ist ein Tupel P:(S,T,k) mit folgenden
Komponenten und Eigenschaften:

(PNl ) S - {s,,.., so} ist eine endliche Menge von Stellen;
( PN2) T : {t r , .., lr} ist eine endliche Menge von Transitionen;
(PN3) s^r -a;
(PN4) (: (Sxr)u(f xS)-rNr ist eine Kantenabbildung.

Das Abbild eines solchen Tupels ist ein gerichteter Graph, mit Stellen und Transitionen als
Knoten, sowie beschrifteten Kanten von Stellen zu Transitionen und vice versa. Die Kan-
tenbeschriftung symbolisiert die sog. Kantenvielfachheit, die die Abbildung aus (PN4)
beinhaltet. Kanten mit t(, .) = O sind als nicht existent anzusehen.

Eine Transition t kann Ein- und Ausgangsstellen haben (es gilt entsprechend

t(s,t)>o, bzw. t(t,s)>o). Stellen, die gleichzeitig Ein- und Ausgangsstellen für eine
Transition sind, nennen wir kontrollierende Stellen. Es kann zusötzlich gefordert werden,
dafi das Petri-Netz solche Stellen nicht enthält. Es gilt dann:

(PN* ) Vse S,te T: ((s,t)- Ov ((t,s)- O.

Ein Petri-Netz ist demnach ein rein statisches Gebilde. Dynamische Eigenschaften
werden ihm erst durch die sog. Markierung verliehen (wir sprechen vom markierten
Petri-Netz):

(PNs) m: S-+N.

Diese Markierung fixiert einen Zustand vom gegebenen Peti-Netz und kann nach be-
stimmten Regeln, sog. Schaltregeln, veröndert werden. Der Zustandsüberführungsvorgang
bleibt nur den sog. aktivierten Transitionen vorbehalten.z Eine Transition t eT ist aktiviert
(auch schaltbar), wenn gilt:

1 N bcdeuüet die Menge der nichtnegativen gan:en Zahlen.

2 Folglich kann keine Zustandaveränderung eintreten, wenn L.eine Transition ahtiviert ist. Das Petri-Netz belin-
det rich in einem'toten' Zustand (deadlocl, [6]). Siehe auch $1.
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VseS: m(s)-t(s,t)>O.

Schaltregel für gewöhnliche Petri-Netze: Feuert eine aktivierte Transition t im Zustand rn
und ist der Zustand nach dem Schaltvorgang ffi(formal: m+tfit), dann gilt:

n(s)= m(s)+t(t,s)-t(s, t) für alle s e S.

Den Schaltvorgang demonstrieren wir anhand eines einfachen Beispiels. Die Abb.1

zeigt ein Petri-Netz, bestehend aus drei Stellen s1,s2, s"(dargestellt durch Ringe)s und

einer Transition t (dargestellt durch einen Balken), mit folgender Kantenabbildung:

((k'k z):(i
falls kr

Ialls kr

faIIs kr
sonst.

-52  kz:t,
:sl Akz:t,
: I n kz: s3,

Anfdngszusta.nd m Zustand. fit : m 1' rft

466. 1

3 Keine dieser Stellen ist kontrollierend - (PN*) ist damit erfüllt.
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Den Zustand (Markierung) des Peti-Netzes pflegen wir durch direktes Einzeichnen der

Markena in die Stellen zu kennzeichnen, wobei die Anzahl der Marken, die eine Stelle s
enthält, mit m7s1 zu identifizieren ist. Der Anfangszustand (Ab6.1links) ist demnach

m:(3,3,1), der Endzustand (A66-l rechts) ft-(l,o,2). Bildhaft gesprochen, wandern

die Marken von den Eingangsstellen hinüber auf die Ausgangsstellen unter Berücksichtigung
der Kantenvielfachheiten. Ein nochmaliges Feuern von t ist mangels Marken auf den

Eingangsstellen nicht mehr möglich ( tist nicht mehr aktiviert).

Im allgemeinen werden aber olfensichtlich auch weitere Schaltvorgänge möglich
sein - insbesondere durch andere Transitionen. Derartige Schaltfolgen sind vor allem im
Hinblick auf das bereits angesprochene Erreichbarkeitsproblem von besonderem Interesse

für uns. Sei T' die Menge aller Wörter über dem (endlichen) Alphabet T , zusammen mit
dem leeren Wort X ( T' ist damit ein Monoid hinsichtlich der Konkatenation). Unter einer

Transitionenfolge verstehen wir jedes Element a eT'.

Seit=(ty1r),..,trr*r)eT'mitf(t)e{1,..,t},1<i<k.Zuntichstmüssenwirsicher-
stellen, da$ bei der amsetzung einer solchen Transitionenfolge nur die augenblicklich
aktivierten Transitionen f euern würden. Wir sprechen von einer zulässigen Transitionenf olee
(auch Schaltfolge) zu gegebenem Zustand rn, wenn gilt:

Da jede Schaltfolge eine Art zusammengesetzter Transition ist, können wir die erweiterte
Schaltregel für gewöhnliche Petri-Netze folgendermafon angeben: Feuert eine Schaltfolge
T=(trrrr,..,t11t1)eT'im Zustand rnund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang rft
(formal: ms'fit), dann gilt:

rft(s): m(s)+
fI

v-l
tt(t icnt, s) - k(s, f l(v))l für alle s €.S.

Abrunden wollen wir unsere bisherigen Überlegungen durch ein Beispiel, auf das

wir noch öf ters in dieser Arbeit verweisen werden.6 Ab6.2 schildert die Zustandsveränderung

eines Petri-Netzes beim Feuern der (zultlssigen) Schaltfolge tJzt :.tl(tt)2trt" mit einigen

Zwischenzuständen (die Beschriftung von Kanten mit k(,.)- I wurde weggelassen). Im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel enthölt dieses Peti-Netz zxtei kontrcllierende Stellen:
sr(kontrollierend für tr) und sr(kontollierend für t"). Es gilt nämlich:

4 cngl. tolen.
6 An dierer Stelle wollen wir vorvegnehmen, daß die Strulrtur der Erreichbarkeitrmenge der Petri-Netrer aur

unl.lsm Beirpiel verhtltnirmäßig kompliliert irt, und lwar nicht gemilinear. Trottdem werden wir epäter sehen

(gl, Lemma f.f1, aaß diese Erreichbarkeitemengen durch rcLursive Relationen beschrieben werden können.

[*(s)- (:l,tt(ric,r, s)- t(s, rr(v)rr) - k(s, t,(,))] = 
o.
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Anf angs zustand ms Z ustand, rn l i mo + t'tz 
m I

Zustand. mz I m, t'tt* mz Z ustand" m3 i mr a(t ')2t'" rn,

46b.2
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((sr,lr) - ((t' s+) - I

((s' tr) - ((ts,ss) - I

und lolglich ist (PN*) nicht erfüllt. (Die vollstöndige Kantenabbildung kann dem Graphen

direkt entnommen werden, was wir dem Leser äberlassen wollen).

Diese beiden Stellen weisen darüberhinaus noch eine andere interessante Eigenschaft
auf: es gilt stets m(s4)- t -m(sr). Zwei Stellen s und S nennen wir zueinander kom-
plgfrf,ilöL, wenn es eine Konstante a= o(mo) eN.6 gibt, mit:

m(5)=o*m(s) für alle rne82(rn6).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage das Erreichbarkeitsproblem und
dessen Aspekte zu definieren.

Definition 2.2. Die Erreichbarkeitsmenge eines Petri-Netzes P-(S,7,() mit dem An-
fangszustand moist die Menge:

r(mo): {m l/ro {" m für eine zuldssige Schaltfolge r € f '}.

Die Erreichbarkeitsmenge kann sich auch auf eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge
M o Yon Anf angs zustdnden be ziehen:

3r(Mo)-{ml3moe Ms mr+'m für eine zulässige Schaltfolge reT').

Gilt m e82(rn6) , so sagen wir, dafi die Markierung ffLvon moaus erreichbar ist (formal:
no)'m oder auch Mo)'m, falls es sich um mehrere Anfangszustönde handelt). Das
allgemeine Erreichharkeitsproblem ist gleichbedeutend mit der Auf gabe zu entscheiden, ob

im gegebenen Petri-Netz ein Zustand ffrvon einem Anfangszustand moaus erreichbar ist.
Das Inklusions- bzw. Gleichheitsnroblem ist die Prüfung folgender Relationen für zwei
Petri-Netze ? und Q:

Rr(mo) E ßa(mo) für das Inklusionsproblem;

ßr(rrs) = fra(mo) für das Gleichheitsproblem.

6 N+ bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Eine solche Prüfung ist allerdings nur dann sinnvoll, wenn p und q von gleicher Dimension
sind, d.h. lS"l= lScl.

Im vorangegangenen Kapitel erwähnten wir bereits, daß diese Probleme unent-
scheidbar sind, ähnlich wie das Beschreibungsproblem der Erreichbarkeitsmengen. Ent-
scheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem, solange wir bei den gewöhnlichen
Petri-Netzen bleiben.

Petri-Netze können einerseits sehr anschaulich durch PN-Graphen dargestellt
werden - besitzen aber anderseits äquivalente Strukturen von rein algebraischem Charakter,
sog.Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme, denen wir uns jetzt zuwenden
wollen.

Definition 2.3. Ein Vektor-Ersetzungssystem I zum Anfangsvektor moe No ist die Menge:

| = {u t= (fi,t})e Nox Z" I I < j < t, tr+ tj>O}.7

Die Vektorpaare aus g bestehen jeweils aus dem Testvektor t', und dem Ersetzunssvektor
(auch Translationsvektor) tj. Der Testvektor entscheidet über die Zulössigkeit der dazu-
gehörigen Ersetzung - diese liegt vor, wenn m2tt, gilt. Die Ersetzungsregel lautet:

^.rj rt, z fit: m+ t"! .

Aus t',+ tj>o folgt sofort ft > o und das ist die erste Affinitöt zu den gewöhnlichen
Petri-Netzen, deren Zustände selbstverständlich als Elemente azs No angesehen werden
können. (Obwohl diese geometrisch gesehen Vektoren sind, sprechen wir häufig von Punkten
aus dem n-dimensionalen Gitter No, um Verwechslungen mit den Test- und Ersetzungs-
vektoren vorzubeugen.) Die vöIlige Gleichwertigkeit der Vektor-Ersetzungssysteme und
Petri'Netze ist offensichtlich, da wir ja die Vektorpaare aus ( folgendermafon setzen
können:

ut:(t'i,tl)z t":
(:::i.:,,) ; t"i:

(: 
',,: :,]:] 

=': 

.ll:': l)

7 Z bedeutet die Menge der ganzen Zahlen.
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Greifen wir noch einmal das letzte Beispiel (vgl, Abb.2 ) auf. Das zu diesem

Petri-Netz öquivalente Vektor-Ersetzungssystem besteht laut obiger Vorschrift aus fol-
genden Yektorpaaren:

Die Äquivalenz P - | täßt einige Begrif fe abwechselnd gebrauchen. So sprechen wir
von Transitionen, Markierungen, Schaltvorgöngen usw. auch wenn ein Yektor-
Ersetzungssystem gemeint ist. Umgekehrt, wenn von Petri-Netzen die Rede ist, verstehen
wir unter einem Schaltnfad die Pmktefolge {m,)r=y<r aus No mit mo+t(v)m" und

t(v)- (u1sp1121..u11v1) e9' , I SvSk für eine Ersetzungslolge a =(urrrl..u161)e9',
obwohl eigentlich die Transitionenfolge t = (t;1ry. .ty1ry) eT' gemeint ist. Im übrigen können

die mit den Erreichbarkeitsmengen zusammenhängenden Probleme analog formuliert
werden, womit wir den Leser nicht langweilen wollen.

Unsere Aufmerksamkeit verdient dafür ein anderer Umstand. Da der Testvektor am
Ersetzungsvorgang nicht beteiligt ist, stellt sich die Frage, ob und wann die Ersetzungsregel
so modifiziert werden kann, da$ wir nur mit einem Vektor aus dem ursprünglichen Vek-
torpaar auskommen können. Für den Vektor u 2 aus unserem Beispiel könnten wir nur die
Ersetzung t] nehmen und sie als zulässig bezeichnen, lalls diese in N" verbliebe, d.h.
m+t]>O. Anderseits is, es unschwer zu erkennen, daS der Yektor ureine solche Verein-

fachung nicht zulä$t, Der ,,Selbsttest" funktioniert hier nicht. Die Ursache dafür ist im
Zusammenhang mit folgender Relation zu sehen:

[(:) (i)] |fi) (i)l

l(il(;)] lfi) (f]

(VAS) t\,*> o 1 t'i.ß + t"i,*: o I s k ( 71.
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Der Vektor u" erfüllt diese Relation - urdagegen nicht. EinVektor u= (tt,t')genügt (VAS)
of fensichtlich genau dann, wenn die öquivalente Transition t von keiner Stelle kontrolliert
wird. Es besteht demnach die folgende Äquivalenz:

lv.le{1,.., t}, ke{I,..,n} : (vAS)l- (PN*).

Erfüllt ein Petri-Netz die Forderung (PN'), dann können sömtliche Yektorpaare
aus seinem Vektor-Ersetzungssystem nach obiger Vorschrift reduziert werden. Es entsteht
ein völlig anderes algebraisches Gebilde, das aber zu dern ursprünglichen Vektor-
Ersetzungssystem (und damit zu einem Petri-Netz) öquivalent ist. Wir nennen es ein
Vektor-Additionssystem. Vollständigkeitshalber formalisieren wir diesen Begriff in der
nachf olgenden De f inition.

Definition 2.4. Ein Vektor- ' 'itionssystem Il zum Anfangsvektor moe No isl die Menge:

A:{uieZ"l t S j<l}.

Jeder Vektor aus u ist gleichzeitig
einfach Addition) u , ist zulössig,
m->',m.'. fil:m*u j.

ein Test- und Ersetzungsvektor. Eine Ersetzung (oder
wenn m+ut2 O is/, die Frsetzungsregel selbst lautet:

Da unser Petri-Netz aus dem ersten Beispiel (vsl. eot.1) offensichtlich (PN*)
genügt, besteht die folgende, doppelte Äquivalenz:

Das Vorhandensein einer Mindestzahl von Marken auf bestimmten Stellen als
Voraussetzung für eventuelles Feuern vonTransitionen ist eine Eigenschaft der gewöhnlichen
Petri-Netze, die im allgemeinen nicht invertierbar ist, d.h. es ist nur partiell möglich, die
Abhöngigkeit des Schaltvorgangs vom Yorhandensein einer Höchstzahl von Marken, ins-
besondere vom Leersein bestimmter Stellen zu simulieren. Eine solche Abhltngigkeit ist aber
in manchen Fdllen unentbehrlich - vor allem im Hinblick auf die WPNC-Berechenbarkeits
(weak Petri net computer) von Funktionen, die das ,,Testen auf 0" notwendig machen. Die

f-v-([(3XT)] -{r ((T))

t Die durch Rabin formulierüe Theorie der lffPNC-Berechenbarkeit
unterEucht wird vor allem die Bedeutung der inhibitor-Kanten in
Leser yerweisen wir darilberhinaug auf [18J und IZll.

werden wir noch genauer digkutieren ($6 -
diesem Zusammenhang). Den interegeieiten
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Fätle, bei denen sich solche Tests auf der Basis unseres Grundmodells bewerkstelligen

Iassen, werden wir im nächsten Kapitel diskutieren. Ansonsten ist eine qualitative Verall-
gemeinerung der gewöhnlichen Petri-Netze erforderlich, die wir jetzt vorstellen wollen.

Definition 2.5. Ein Petri-Netz mit inhibitor-Kanten ist ein Tupel f 'i= (S ,T , t) mit den

Komponenten und Eigenschaften (PNI), (PN2), (PN3), (PNs) (vgl. Definition 2.1) und

mit einer erweiterten Kantenabbildung:

(IN4) (: (SxT)u(T xs)+Nu{u} mit (-t11r.y)E(sxr).

Die so erweiterte Kantenabbildung definiert unter Umständen - neben den üblichen Kanten

- auch noch zusdtzliche, sog. inhibitor-Kanten (gerichtet nur von Stellen hin zu den

Transitionen).Im gewöhnlichen Petri-Netz ist die Menge (-'({r}) stets leer. Es ist nützlich,
die Vielfachheiten dieser Kanten mit 0 zu identifizieren.Wir definieren daher die additiven
Verknüpfungen von umit allen anderen Elementen azs Nu{r} folgendermapn:

cr+r- d.-L:a für alle ae Nu{L}.

Wegen ihrer Kantenvielfachheiten bleiben die inhibitor-Kanten ohne Einflufi auf den

Zustandsüberführungsvorgang selbst. Die Schaltregel für Petri-Netze mit inhibitor-Kanten
ist mit der für gewöhnliche Petri-Netze scheinbar identisch: Feuert eine aktivierte Transition
tim Zustand rnund ist der Zustand nach dem Schaltvorgang ft(formal: m'+'rf:-), dann
gilt:

ft(s) : m(s) + ((t, s) - t(s, t) für alle s € -S,

wobei diese Gleichung in den Kategorien unserer ,,Pseudoarithmetik" auszuwerten ist. Etwas

anderes verbirgt sich jedoch hinter dem Begrif f ,,aktivierte Transition". Diese Bezeichnung

trif ft auf eine Transition teT zu, wenn gilt:

Vs e S: Im(s)- ((s, t) > O] n t(t(s,t): r) + (m(s): O)l

Graphisch gesehen sind Überlappungen beider Kantenarten
möglich (vgl. Abb.3 oben), wAs aber unsere Definition aus-

schlie$t. Möglich dagegen ist eine andere Konstellation (vgl.
Abb.3 unten). Hier gilt kQ, s) > o 

^ t(s, t)'* r, für die Stelle s
und Transition t e T . Wir sprechen von einer selbstblockierenden
( auch rückgekoppelten) inhibitor-Transition. ( Stellen und

Transitionen, die mit einer inhibitor-Kante assoziiert sind
nennen wir entsprechend inhibitor-Stellen, bzw. i&hihilw-
Transitionen.)

lnhtbtlor-l(&ntc

Abb.3
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Einer Prözisierung bedarf noch der Begrilf ,,kontrollierende Stellen". (Jnter einer
kontrollierenden Stelle im Petri-Netz mit inhibitor-Kanten verstehen wir ein s e s mit
t(t, s) > O n [((s, t) > o v t(s, t) - rf für eine Transitiont eT , d.h. eine Ein- und gleichzeitig
Ausgangsstelle lür t hinsichtlich der erweiterten Kantenabbildung. Enthölt ein Petri-Netz
mit inhibitor-Kanten solche Stellen nicht, dann Silt (PN*) hinsichttich dieser Kantenab-
bildung:

(PN*) VseS,t eT : t(s,t)-Ov t(t,s)- O.

Selbstverstöndlich können auch die Yektor-Additionssysteme und Vekior-
Ersetzungssysteme in diesem Sinne verallgemeinert werden. Da wir jedoch unsere Be-
trachtungen hauptsächlich auf die sehr anschaulichen Petri-Netze beziehen, wollen wir
dieses Konzept nur in verkürzter Form vorstellen in der Hoffnung, daS unsere Definition
hinreichend selbsterklörend ist (vgl. auch die Ausführungen zum Beispiel, Abb.4 ).

Definltion 2.6. Ein Vektor-Ersetzunsss]tstem mit inhibitor-Vektoren zum Anfangsvektor
ms€Na ist die Menge:

(v:{ui =(t'i,t})e (Nu{u})"xz"l I s j s l, t,i*ti>o}.

Die Definition 2.5 läfit Überlappungen beider Kantenarten (v1t. effi.a oben) nicht zu.
Deshalb mu$ unbedingt gefordert werden:

(U) Yue9, j G{1,..,n}: (tt,=r,)+(t;=O).

Definltion 2.7. Ein Vektor- ' ';tionssJtstem mit inhihitor-Vektoren zum Anfangsvektor
rnseNo ist die Menge:

u = {u t€ (zu{ü})8 | I s j< t}.

Die Äquivalenz vom Petri-Netz mit inhibitor-Kanten zu einem Vektor-Additionssystem mit
inhibitor'Vektoren liegt nur dann vor, wenn die Eigenschaft (PN*) hinsichtlich der er-
weiterten Kantenabbildung erfüllt ist. Gleiches eitt lür Vektor-Ersetzungssysteme mit
inhibitor'Vektoren, wenn sie der entsprechend modifizierten Forderung (VAS) genügen.

In der vorliegenden Arbeit blicken wir nur sporadisch auf Petri-Netze mit mehreren
inhibitor-Kanten. Da bereits zwei inhibitor-Kanten die Simulation von Turing-Maschinen
erntöglichen (Zöhlerautomaten, vgl. $6), können weitere solche Kanten die Leistungs-
fähiskeit der Petri-Netze ohnehin nicht mehr entscheidend steigern. Aufordem ist das
Erreichbarkeitsproblem in diesem Fall als unentscheidbar bekannt. (Insere Aufmerksamkeit
gilt daher primtir den Petri-Netzen mit genau einer inhibitor-Kante, die das bislang of fene
E r r e i chbar ke i t s probl e m auf we r f en.
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Anf a.ngszustand mo Zustand. mr: mo-"t'mr

Zustand. mz i m, ,"'* m, Zustand" ms i mra(tPzt"'*,

4b6.4
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Zum SchluS dieses Kapitels geben wir ein Beispiel für ein Petri-Netz mit einer
inhibitor-Kante (vgl. A66.4 ), wobei die Parallelitöten zum vorangegangenen Beispiel un-
übersehbar sein dürften. Wir sagen, dafi beide Petri-Netze einander simulieren (im spöter
zu prözisierenden Sinne). Zwar stimmen deren Dimensionen nicht überein. Betrachten wir
aber erneut die (zulössige) Schaltfolge tJ2tstl(tt)"t"ts, so stellen wir fest, daS die durch
diese Schaltfolge erzeugten Schaltpf adee identisch sind, bezüglich s rl s2 p s3 . Wir sprechen
von der Projektion der ,,getroffenen" Punkte arrs N' anf diese drei Stellen.

Die erweiterte Kantenabbilduns ist dem Graphen zu entnehmen, was wir dem Leser
überlassen möchten. Stattdessen wollen wir das zu unserem Petri-Netz äquivalente
Vektor-Ersetzungssystem (mit genau einem inhibitor-Yektor) vollstöndig angeben:

Offensichtlich können die Vektoren u2tustu, atch in den Kategorien der Vektor-
Ad ditions sy steme mit inhibitor -Vektoren d e I iniert werden :

Die bereits vorgestellten Konzepte, wie z.B. Erreichbarkeitsmengen und die darauf
zurückgehenden Schlüsselprobleme, sind identisch zu formulieren. Zu beachten ist nur, daß

9 Zur Erinnerung: unter einem Schaltpfad ventehen rir die Folge der Punkte aus dem n-dimendonalen Gitter N",
die beim Feuern einer Schaltfolge (beetimmt durch eine Tranritionenfolge) nacheina,nder'getroffen' werden.

[(i) (+)l lfi) 0]

[fi) (;)] [ft) (i)]

,:(f u3 (i) u.(i)
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etwas anderes unter aktivierten Transitionen, bzw. zulässigen Transitionenfolgen zu ver-
stehen ist. Im vorangegangenen Kapitel haben wir bereits angedeutet, daß inhibitor-Kanten
diese Probleme erheblich erschweren können. Die Tatsache, daS zwei und mehr solche

Kanten das Erreichbarkeitsproblem unentscheidbar machen [7J, ist ein Indiz dafür, daß
die inhibitor-Kanten eine echte, qualitative Verallgemeinerung der gewöhnlichen Petri-Netze
darstellen. Spätestens bei der Diskussion der Leistungsföhigkeit verschiedener Petri-
Netz-Varianten (56) werden wir uns davon überzeugen können.
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Eine weitere Variante der (nicht notwendigerweise gewöhnlichen) Petri-Netze wird
unsere Betrachtungen in diesem Paragraphen wesentlich erleichtern. Es handelt sich um

P etri - N et ze mit kontrol lierenden Zustllnden.r

Definition 3.1. Ein Petri-Netz mit ( endlich vielen,t konffollierenden Zustönden ist ein Tupel
9''Q - (s, r, Q,k)mit folgenden Komponenten und Eigenschaften:

(QNI) S:{sr,..,so} ist eine endliche Menge von Stellen;

(QN2) T - {t r, .., t1} ist eine endliche Menge von Transitionen;
(QN3) Q- tqt ,..,ea) ist eine endliche Menge von konffollierenden Zuständen;
(QN4) s^r-snQ: rnq-6'
(QNs) t: (SxI)u(TxS)-tNu{r} ist die erweiterte Kantenabbildung;
(QN6) qo: T ) Q, e'z T + Q sind zwei Zustandsabbildungen, die allen Tran-

sitionen entsprechend einen Anfangs- und Endzustand zuordnen.

Gilt k-t({+):A, dann sprechen wir von einem gewöhnlichen Petri-Netz mit kontrollie-
renden Zuständen. Ferner kann (PNt ) gelten. Die Markierung beinhaltet neben der üblichen

Stellenmarkierung stets den augenblicklich vorliegenden kontrollierenden Zustand. Wir
sprechen von einer Multimarkieruno :

(QN7 ) fi - 1m1s1, m(s)): su{q} -r NuQ mit m(q)e Q, m(s) eN für alle s e s .

Eine Transition t e T ist nur dann aktiviert, wenn ihr Anf angszustand q" (t1mit dem

kont r ol I i e r e nd e n Z us t and m ( q) übe r e in s ti mmt :

VseS : Im(s)-t(s,t)>O] r[(t(s,t)= r)a (m(s)= O)] alm(s)= s"(t)1.

Schaltresel für Petri-Netze mit kontrollierenden Zuständen: Feuert eine aktivierte Tran-
sitiontim Zustandfr. und ist der Zustand nach dem Schaltvorgangä'(formal:frt'A'),
dann gilt:

m'(s): m(s) + kG, s) - k(s,t) für alle s €.S,

m'(q)=q"(t).

1 Kontrollierende Zustände vurden in [10] im Zusammenhang mit gewöhnlichen Vektor-Additionsaystemen ein-
geftthrt. Unrere Detiniüion verallgemeinert dierel Konrcpt ein wenig.
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Zulässige Schaltfolgen, Emeichbarkeitsmengen und weitere Grundkonzepte sind
dem 52 unter Berlicksichtigung obiger Schaltegel zu entnehmen, Dabei ist zu beachten, dafi
Schaltpfade, bzlt. Erreichbarkeitsmengen lauter Pmkte aus dem Multigitter N'xQ ent-
halten.

Auch hier unterstützen wir unsere Definition durch ein Beispiel. Die A66.5 zeigt ein
gewöhnliches Petri-Netz mit zwei kontrollierenden Zustrhtden et,ez(den aagenblicklich
vorliegenden kontrollierenden Zustand markiert die doppelt eingekreiste Stelle q ) wd drei
Stellen, wobei sofort auf fällt, da$ dieses Netz - im Gegensatz zu den bislang vorgestellten

- nicht zusammenhängend ist. Die Transition t" z.B. ist völlig isoliert (eine reine Zu-
standsüberführungstransition). Sie kann jedoch wegen et) eznicht völlig unabhängig vom

übrigen Netz feuern. Die graphisch gesehen fehlenden Kanten sind wegen der Transitio-
nenbeschriftungen de facto existent.

Die bereits hinlänelich bekannte Schaltlolge tl.ztst4(tr)"trt" erzeugt wieder den
gleichen Schaltpfad, v)enn wir diesen bei den vorangegangenen Beispielen aaf die ersten

drei Stellen projizieren.2 In der Tat werden wir uns im diesem Paragraphen davon über-
zeugen können, dafi kontrollierende Zustönde - im Gegensatz zu den inhibitohKanten -
keine qualitative Verallgemeinerung des Grundmodells darstellen. Diese Verallgemeinerung
ist allenfalls quantitativ, bezogen auf die Dimension n-lg.

Die formalen Definitionen der Vektor-Additions- und Ersetzungssysteme mit
kontrollierenden Zustönden beinhalten Transitionenbeschriftungen - sind aber ansonsten
mit den aus dem vorherigen Paragraphen identisch, weshalb wir diese Definitionen dem
Leser überlassen. Genügen möge an dieser Stelle die Angabe des Yektor-Additionssystems
für unser Petri-Netz, das (PN*) offensichtlich genügt.

ur: 
[t'r 

+ er)' uz:[tt r+ ez) ü)l(i)l

u3-[,, ziez) (;)] i uq-[(q,+q,),(i)]

Bei der Diskussion der bisherigen Beispiele sprachen wir bereits von Projektionen der
Erreichbarkeitsmengen, bznt. Schaltpfade auf Stellen, sowie von Simulationen verschiedener
Varianten der Petri-Netze. Die nachfolgenden Überlegungen sollen diese Begriffe etwas
prdzisieren.

2 vgl. die nachfolgende Definition 3.2
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Anf angs zustand" ilo Zustand trl 1: to-t""fr.,

Zustand fr,: fi, t'et+ fi, Zustand frrt(' ')'t" t fio

/q @\
t, I 91 2-q 2 t, ! glr-Cl,

tt 
tni er*e,

I Li er-e,

tr! e2-q2 tr! 9lr-91,

"t tni er-e,

I L3 9tr-9t,

tri cl 2-q z t, I Qlr-e,

tt 
tni er*gl,

I \i er-et,

/q @\
t, I gl 2-q 2 t, i 9lr-91,

tt 
tnr er-e,

I Li etr-e,

Abb.5
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Deflnition 3.2. Unter einer Proiektion der Erreichbarkeitsmenoe to(ff.) (froa1"xq/
eines Petri-Netzes ?''a auf ein Gitter G = N' xqk mit m3 nund k e {o, iy iersteien wir iie
Menge:

3"(Mo) J 1,,,..,,^.c)= {i. c lr i' e rr1ffo) : (x' 1, .., x' ^,q) = (rr, .., x*, e)}
od.er R r(Mo) I 1,,,...,^)= ti e clr i' e ir(Fo) : (x' 1, .., x,-) = (xr, .., x_)).

Die Proiektion vom schaltnf ad {cr"} 1=".p e N" x e ist dann analog zu verstehen.

Naturgemö$ unprözise und daher prinzipiell mdefinierbar ist die Bezeichnung
,,Si.auLzlio4". Man könnte von gegenseitiger Simulation zweier Peti-Netze sprechen, wenn
deren Erreichbarkeitsmengen gleich wören, was allerdings nur dann vorliegen könnte, wenn
beide in ihren Dimensionen übereinstimmen würden. Diese, sagen wir starke Simulation,
wird aber nur selten von praktischer Bedeutung sein.Viet wichtiger für unsere Betrachtungen
ist die etwas ,,abgeschwdchte" Simulation, die sich ledigtich auf gewisse Projektionen von
Erreichbarkeitsmengen bzw. Schaltpfade bezieht, wie wir bereits bei unseren Beispielen
A66-2, A6b.4 beobachten konnten. Wir verwenden daher diesen Begriff stets mit der da-
zugehörigen S pe zi fikation der Proj ektionen.

Die nachfolgenden Lemmata belegen, daS kontrollierende Zustönde tedigtich eine
quantitatiYe Verallgemeinerung des Grtmdmodells dustellen, wobei sich diese Qrcntitöt auf
die Dimension n:lslbezieht. Zunächst zeigen wir, daS diese Aussage aaf kontrollierende
Stellen in Petri-Netzen mit kontrollierenden Zustdnden zutrifft - und das ohne Bezug auf
die Dimension.

Lemma 3.1. Jedes Petri-Netz ?''a kann simuliert werden durch ein gleichdimensionales
Petri-Netz t''a mit zusätzlichen kontrollierenden Zuständen, sodaß (PN* )
erfüllt ist. Es gilt:

fr"(Mo)lo.o, = r*(üo)lo-o, für alle q, eer, fr os Nox e;.3

Beweis: Wir setzen Qe=QtuQG) m't lQ('l= Vel wtd modifizieren die Transitionenmenge,
indem wir iede Transition t, eT 2 durch zwei rransitionen tj I q"(t) ) q5") ; t], qj") -) q"(r)
ersetzen, wobei für die Kantenabbildung gilt:

tr(s, t j): te(s, t i); tt(tJ,") - O,

tn(ti, "): k"Gr,s) ; tt(s, fi) - O.

3 Die hier vervendete Notation bedeutet auch eine Arü Projektion - irt jedoch, im Gegenratl rur Definition 3.2,folgendcrma8en lu vcntehcn:
Alr- {ae Ala goDügt p}.
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Aus dieser Konstruktion folst sofort (PN*). Es gilt

frr(Mo) lq-q,E frr(Mo) lo-o,,

wegenA.+"fr' ;A+'i'iA' 7ür atte je {1,..1}, äeNox Qtund offensichtlich auch

nr(ff') lo-o,2 rr{Mo) lo-o,,

weit ja alle zulässigen Schaltpfade des g"o zwischen betiebigen Punkten fr.und fr.' aus

N"xQ"auf Schaltfolgen von der Form (tjsltlt,r)...(trt"rti1"1) zurückgehen. n

Demnach ist die Unterscheidung zwischen Vektor-Additionssystemen und Vektor-
Ersetzungssystemen (mit kontrollierenden Zustönden) auch bei dimensionsbezogenen

Überlegungen nicht zwingend erforderlich. Die Eigenschaft (PN*) kann verhältnismäßig
einfaeh hergestellt werden, wenn wir zusätzliche konffollierende Zustände in Kauf nehmen.

Anders sieht es aus, wenn wir diese Zustönde auch noch simulieren wollen. Es ist zwar

immer möglich, aber nur unter Zuhilfenahme zusätzlicher Stellen.

Lemme 3.2. Jedes Petri-Netz P''a mit kontrollierenden Zuständen kann simuliert
werden durch ein Petri-Netzf-' (ohne kontrollierende Zustände) nit Hilfe
von zwei zusätzlichen Stellen st'), s5"r , wobei diese kontrollierend sind für
alle t e T, . Für Qt - {qr , .. , gd} gilt:

ßr(fr,) t tr1r..rsp): ß ?(M0) I {er,...en}

für alle Anfangsmengen froENoxQ? und MoENo.2 mit:

(m(sr), .., m(s"), gi)) e fro e 1m1sr), .., rn(so), i, d - i) e M o.

Beweis: Jede Multimarkierung fi-1m1s,;,..,m(so),ey)e Noxq, in lP identifizieren wir
mit der übtichen Markierung m-(m(s1),..,m(so), i,d- i)eNo*z in ß. Damit ist iedes

eteet gleichbedeutend mit (m(sl')),^("5'))) =(i,d- i). Wir konstruieren die Transi-

tionenmenge T, mit lT d-lT ,1, sowie die nachfolgend spezifizierte Kantenabbildung:

s : s5')

"1"),k o (r, s, : {:, :' ! ;: ri;ur' o{,:'j 
":

\ tr (t , s) sonst.
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: e t: q"(t) f alts s - st", ,

:q"(t) IatIs s-s(z)
, t) sonsl.

Of fensichtlich kann jeder Schaltvorgutg des 1P durch ft simuliert werden. Es bleibt zu
zeigen, da$ für alle (m(s\' )), -("F))) = ( j , d - j) nur die jenigen Transitionen aktiviert sein
können, für die in ? galt: g"(t)= q,. Die Stellen s['l s5.l sind komplementär1 zueinander
und folglich silt für alle Transitionen t mit q"(t) *q, und für jeden Zustand rn mit
(m(st")), m(s5"))) = (j,d- j):

m(st'))- t(si'), t)<o oder m(s5')) - ((s?t,r) < o.

Das ergibt R"(ffo) J {",...."oy2rr(Mo) J ,r,..,,r", , also insgesamt unser Lemma. lr

Erinnern wir uns an die Beispiele A66-2,A66.1(die Ab6.6 zeigt beide Petri-Netze
in ihren Anfangszustönden). Bereits früher stellten wir gewisse Affinitäten bezüglich der
Erreichbarkeitsmengen fest und vermuteten beiderseitige Simulation. Jetzt können wir diese
Vermutung bestätigen und darüberhinaus genaue Angaben über die imptizit gemeinten
Projektionen der Erreichbarkeitsmengen machen (es handelt sich um Projektionen auf die
ersten drei Stellen im Sinne der Definition 3.1.)

Unübersehbar ist, da$ das Petri-Netz (Abb.6 rechts) nicht strikt nach der Vorschrift
aus dem Lemma 3.2 konstruiert ist. Hier ist eine Vereinfachung dahingehend möglich, dafi
die zwei zusätzlichen Stellen, in unserem Falle sr, s", nicht alle Transitionen kontrollieren
müssen. Eine solche Möglichkeit besteht aber nur dann, wenn tediglich zwei kontrollierende
Zustände zu simulieren sind. Wir können dann, wie in unserem Beispiel, diese beiden
zustände entsprechend durch (m(s[.)),m(sl.)))e t(o,l),(l,o)] markieren. Im allge-
meinen ist iedoch exakt nach der Vorschrift aus unserem Lemma zu verfahren.

Unser Petri-Netz aus dem Beispiel A66-5 bringt mit Hilfe nur einer zusötzlichen
Stelle (und genau einer inhibitor-Kante) die gleiche Simulation zustande (vgt. A66-7 - auf
den Beweis wollen wir hier verzichtena). Das bedeutet aber nicht, dafi bei derartigen Si-
mulationen immer nur eine zusdtzliche Stelte erforderlich ist. Die Simulation atts unserem
Beispiel ist vielmehr aufgrund der Spezifik des zu simulierenden petri-Netzes mögtich.
Im allgemeinen sind zwei zusätzliche Stellen atrch dann unbedingt erforderlich, wenn nur
zwei kontrollierende Zustönde zu simulieren sind - trotz verfügbarer inhibitor-Kante.

4 vgl. $2, Diskugsion des Beispiels 166.2.
5 Der Beweie Yom Lemma 4.4 aug $4 belegt implisit diege Simulation.
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tr! gl 2-q 2 t, ! glr-cl,

tt 
tni er-cl,

I tri g'r- gtr,

A6 b.6

t, ! cl 2-q z t, ! glr-gl,

tt 
tni er-cr,

I tri er-gl,

Ab6.7
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Das Lemma 3.2 ermöglicht eine sehr elegante Simulation der kontrollierenden
Zustönde. Erweiterungen von Transitionenmengen sind nicht erforderlich md daher sind
identische Schaltfolgen zulässig. Gleiches gilt lür entsprechend projizierte Schaltpfade.
Bei all den Vorzügen hat diese Konstuktion dennoch einen kleinen Schönheitsfehler: die
Eigenschaft ( PN* ) geht verloren, v,o sie doch in dem zu simulierenden Petri-Netz laut
Lemma 3.1 praktisch umsonst zu haben ist. Die Frage, die wir uns stellen müssen, ist, ob
kontrollierende Zustände mit Hilfe von zusötzlichen Stellen simuliert werden können, die
ihrerseits keine Transitionen kontrollieren. Es ist in der Tat möglich. Erforderlich sind
drei zusätzliche Stellen, sowie eine erhebliche Erweiterung der Transitionenmenge. Diese
Konstruktion, die im wesentlichen auf I I0J zurückgeht, studieren wir nun im nachfolgenden
Lemma (vgl. auch Anhang A).

Lemma 3.3. Jedes Petri-Netz P''a mit kontrollierenden Zuständen kann simuliert
werden durch ein Petri-Netz f''(ohne kontrollierende Zustände) mit Hilfe
von drei zusätzlichen Stellen s1"),s5'),st'), sodaß (pN*) erfüllt ist. Für
Q" - {q t, .., go} gilt:

ßr(fr.ü I rr1,..,sp): ß ?(Mo) I {sr...,so}

für alle Anfangsmengen froE N oxe, , MoE No.3 mit:

(m(s,), .., m(so), q ) efr o e
el (m(sr),.., m(so), j,(d+ I )(d+ I - j),O) E Mo.

Beweis: Jede Multimarkierung fi - 1m1s,;, .., m(s*), er) e No xq, in 
" 

identifizieren wir
mit m=(m(s,),..,m(so), j,(d* l)(d+l-j),o)GNo'3 in ft. Damit ist jede Markierung
(m(st')), rn(s5')), m(sf ))) = ( j,(d+ I )(d + I - j),o) gleichbedeutend mit dem kontrollie-
renden Zustand eteQ*. Das Feuern einer Transition teTrwird durch drei Transitionen
tt,t2,t3 simuliert, wobei nur die letzte die Stellen aus srverdndert. Die ersten zwei erzeugen
geeignete Markierungen aaf den zusätzlichen SteIIen, die für die korrekte Simulation
sorgen.,Sei t. : Qt) Q teT r.Wir beschreiben die Transitionen tt*,t7,t"*in den Kategorien der
V ektor - Ad d i tion s sy s t e me :

0
o

a

a

ul =0
(d*l)(sl+l-r)

-(d*l-i)
-id

*

l)(d+
)(d* I

-i
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Daß die
nachprüfen, denn

Zustandsübergänge korrekt simuliert werden, kann der Leser leicht

für eine Transition t ET 
" 

mit t : q,-> q, gilt:

o
i

I)(d+
o

o

o
1)(d+

o
t

wie im unserem Lemma behauptet. Ferner haben wir hier mit lauter nichtnegativen Mar-
kierungen zu tun, was die Zuldssigkeit dieser Schaltfolgen besttitigt. Zu überlegen bleibt
lediglich, ob ein solches Vektor-Additionssystem auch unzuldssige Zustandsübergdnge
simulieren kann. Dazu nehmen wir an, da$ der Zustand qrvorliegt (was der ersten Mar-
kierung in der obigen Abbildung entspricht) und prüfen zunächst, ob eine Transition tl, die
den Zustandsübergang et)etlür ein i*t initialisieren soll, aktiviert sein kann. Für i>i
hiefo es aber:

m(s!')):i+'l(t-j)<O

und für j<i(oder besser jSi-l ):

m("5'))=(d+ l)(d+ I -i;+'l(d+ t)(d+ I -i) -d.(d+ I -i)=(d+ l)d+

+(d + I )(l - t)- (d * t )d + dj = (d + I )(l - i)+ di s(d+ I )( I - t)- d( I - t) =

=l-i!l e j<O.

Gleiches gilt für die Transitionen t? und tsr, was die gleiche Beweistechnik sofort belegt.

Die erste der beiden kann für i <i sicherlich nicht feuern, v,egen:
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m( st")): d"+ I - i->'? d+l -t - d.- I + j <o .

Für j>i(is j-l) hiek es wiedentm:

-(r5')) :i(d.+ t)-r'ii(d+ t)- jds(j- l)(d+ l)- jd - j-d- I <o.

Aus ähnlichen Gründen wird die Transitiont]für i>tdurch die Stelle s$'r, und für j<i
durch s\') am Feuern gehindert. n

Damit ist klar, dafi die Eigenschaft (PN*) keine Qualität für sich ist.Wir können
sie in jedem Petri-Netz erreichen, wenn wir drei zusötzliche Stellen spendieren.

Korollar 3.4. Jedes Petri-Netz P' kann durch ein Petri-Netz f-'mit drei zusätzlichen
Stellen 

"t'), "5'), 
s5')simuliert werden (?,, f' - jeweils ohne kontrollier-

ende Zustände). Das simulierende Netz t' genügt (PNt) und für
d- I = l{(", t)ls e Se , t eT 

", 
s kontrollierend für r}l gilt:

fr"(Mo) - 3 j(Zo) I 1",...."o) fär alle Mo G No, zo g No'3 mit:

(m(st), .., m(s.)) e Mo € (m(sr), .., m(s"), l, d(d + I ),O) e Io.

Beweis: Die Eigenschaft (PN*) erreichen wir nach Lemma 3,1 durch Einführung von d
kontrollierenden Zuständen, die wir dann nach Lemma 3.3 simulieren können. lt

Korollar 3.5. Jedes Petri-Netz P"a kann simuliert werden durch ein Petri-Netz t'mit
Hilfe von drei zusätzlichen stellen s['), sl"), s$'), sodaß (pN*) erfüllt ist.
Sei

d: l{(s,t) ls € Se, t eTr, s kontrollierend für t} l* le"l .

Es gilt

frr(frü ü rr1r...s2)- fr ?(Mo) J {3r,..,sr}

für alle Anfangsmengen froENoxer, MoENo.3 mit:

(m(sr), .., m(s"), q )) efr o e
(ä(s,),..,ä(""), j,(d*l)(d+ I -j),0) E Mo.

Beweis: Die Lemmata 3.1 und 3.3 transitiv genommen. u
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Aus'unseren bisheri[en Überlegungen folgt, daß kontrollierende Zustände sowie

kontrollierende Stellen nichts an dimensionstmabhlingigen Aussagen über Petri-Netze
( Vektor - Additions systeme ) öndern. Insbe sond ere gilt :

Korollar 3.6. Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem ist für gewöhnliche Petri Netze

mit kontrollierenden Zuständen unabhängig von ( PNr ) entscheidbar. U

Zum Echlufi dieses Kapitels wenden wir uns den inhibitor-Kanten im Sinne einer

eventuellen Simulation zu. DaS dies nicht immer möglich sein wird, liegt klar attf der Hand

- das Erreichbarkeitsproblem wöre sonst entscheidbar. Es lohnt sich dennoch, darüber

nachzudenken, ob und wann die inhibitor-Kanten wegsimuliert werden können. Oder anders
gefragt: wann können wir im gewöhnlichen Petri-Netz das Feuern von Transitionen vom

Leersein bestimmter Stellen abhöneig machen? Laut Echaltregel für gewöhnliche Petri-
Netze ist es auf den ersten Blick nicht möglich, Stellen wir uns aber eine inhibitor-Stelle
s vor, von der wir wissen, das sie für ein Mo(oder auchfro) nicht gröfur werden kann

als eine Konstante c e N . Wir könnten dann eine zusätzliche Stelle s(" nehmen, diese durch
geeignete Anbindung komplementär zu der inhibitor-Stelle machen und die inhibitor-
Transition nur bei rn(st'r; = c feuern lassen. Die inhibitor-Kante selbst wöre dann über-

ftüssig. Gleiches könnte man mit allen inhibitor-Kanten machen - vorausgesetzt, da$ die

Projektionen der Erreichbarkeitsmengen auf sömtliche inhibitor-Stellen endlich sind. Eine

etv,as ef fizientere Konstruktion beschreiben wir im nachlolgenden Korollar.

Korollar 3.7. Sei s(') c s mit fr r(. ) I rcrG {o, .., c} ftir ein c e N und alle s e s(')in einem

Petri-Netz P''4. Im Sinne der Projektion auf die Stellen aus S\S(") kann
P''a durch ein Petri-Netz f-'der Dimension n: lsrst"'1+2 simuliert
werden. Soll darüberhinaus ( PN') gelten, dann beträgt die Dimension des

t' : n - ls\s(")l + 3. (Dabei entfallen zwangsläufig sämtliche Kanten, die
mit den Stellen aus S(") assoziiert waren).

Beweis: Wir streichen sömtliche Stellen aas .S(') und erweitern die Menge der kontrollie-
renden Zustdnde (falls überhaupt vorhanden) durch Hinzufügen von

Q - {eu lp e ßr(.).1, 
rs(er ) mit lQtl - lQol*,.T.,1ßr(') I r,rl

Durch geeignete Transitionenbeschriftungen qtr) qy sorgen wir für Zustandsveränderun-

gen, die die Transitionen aus T, verursachen würden. Schließlich simulieren wir die kon-

trollierenden Zustönde atts Qt (notfalls auch kontrollierende Stellen), dem Lemma 3.2 bzw.

3.3 f olgend. u
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SC. SEMILINEARE ERREICHBARKEITSMENGEN

Zu den zentralen Motiven dieser Arbeit gehört die Charakterisierung der Petri-
Netz-Erreichbarkeitsmengen unter dem Blickwinkel der Semilinearitöt. Semilineare Er-
reichbarkeitsmengen sind von verhäItnismäßiy einfacher Struktur und machen die ansonsten

unentscheidbaren Probleme entscheidbar. Es ist (algorithmisch) möglich, solche Mengen zu

beschreiben und lolglich auch z.B. Inklusionsfragen der Erreichbarkeitsmengen auf al-
gorithmischem Wege zu beantworten.

Das Konzept der Semilinearität geht im wesentlichen auf die sog. Presburger
Arithmetik zurück [22J,wo der interessierte Leser weitere Informationen findet. Für unsere

Betrachtungen reicht eine punktuelle Vorstellung dieser Theorie, die wir in den nachfol-
genden Überlegungen geben wollen.

Definition 4.1. Unter einer linearen Menoe zur Basis öeNo mit der Periodenmenge

{p,, .., p t} = P c N", lrl < - verstehen wir die durch die Linearkomponente L(',') erzeugte
Menge LSN" mit:

Häufiy operieren wir mit endlichen Vereinigungen solcher Mengen zu verschiedenen Basen.

Wir sprechen von einer linearen Menge zu einer (endlichen) Basismenge ßENo mit den

Perioden {pr,..,pt}= PcN', lBllPl <o.'

L - L(B, P) : L(b, B).

Definition 4.2. Jede endliche Vereinigung von linearen Mengen nennen wir eine semilineare

Menge, Unter sern(N') verstehen wir das Mengensystem, bestehend aus allen semilinearen

Teilmengen von N".

I lYegen der Simulierbarkeit der Lontrollierenden Zurtände (riehe $3) vcnichten wir auf dic Diekursion der Se-
mili-ncaritöt in Multigittern ru"xq. Die Vcrallgemcinerung der hiei iorgertellten Rerultatc auf Petri-Netrc mit
L.ontrollierenden Zurtänden wird dem Leser die folgende Definition erleichtern: reien b,P wie in dsr Definition 4.1'
rowic zg{l,.,,lQl}. Unter ciner linearen Menge ZgN"xQventehen wir dic Menge:

L- L(ö, P):(".N^ l3cr,,..,cr€N,pr,.. , pxEP: x:b+ i" tpt) .tj-l

U
beB

7 - L(b, p, z ) -(;. N " x Q I 3c r I .. I ct € N, z e z, p t, .., p,,e P : t - ([t . 
rf ", 

e,], o")).
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Semilinearitöt ist invariant unter yereinigung, Durchschnitt, Komplementbildung,
Translation und - was sehr wichtig ist fb ,ü1sere Überlegmgen - auch unter Projektion
auf semilineare Mengen. Diese Eigenschaften können leicht bewiesen werden für lineare
Mengen und gelten dann automatisch für deren endliche Vereinigungen [10J,[22J. Dar-
überhinaus gilt:

Lemma 4.1. Sei I ein eindimensionales Teilgitter aus N". Für jede Folge {L(xt,p)}
mit L7x,,P)<1, P,cP1.rfür alle;eN und py*a für ein veN gilt:

v.L(x 1, P 1)= v L(x t, Pr) fär ein k e N.
l-t l=r

Beweis: ohne Beschränkung der allgemeinheitnehmenwir an: t-L(o,{t}). Sei p"ep".
Es gibt endlich viete Äquivalenzklassen modulo p" in t und es gilt p"eP1für alle i>v.
Daher mufi jedes x)x" aus der gleichen Äquivalenzklasse in L(x",P")enthalten sein. Es
gibt aber nur endlich viele Äquivalenzklassen und endlich viele x<x" in der gleichen
Klasse. Es kann also nur endlich viele i geben mit:

i-r
U

t= I

Lemma4.2. Für alle öeNo und alle Periodenmengen pENo,lpl<- existiert ein
n-dimensionales, gewöhnliches Yektor-Additionssystem tt mit der Eigen-
schaft fra(b) = L(b, P).

Beweis: Wir setzen a - P. Zu jedem x e L(b , P) existiert eine Linearkombination von Pe-
rioden aus P mit x =crpr'...'crpr . Da alle Translationsvektoren intl schwach-positivz
sind, ist jede Transitionenfolge aet)' (im öquivalenten Petri-Netz) zulössig. Folglich
erreichen wir jedes x eN" durch (u r)"'. . . (u^)"*, ras ir(ö) > L(b, p) impliziert. Auf der
anderen Seite kann iedes'c,etl' so geordnet werden, daS es eine Linearkombination ergibt.
Das bedeutet aber fra(b) c L(b, p), also unsere Behauptung. E

Für semilineare Mengen ist eine solche Konstruktion vermutlich nur partiell möglich.
Eines wollen wir aber unbedingt festhalten - nämlich die (etwas bedingte) Invarianz der
S emi lineari t öt unter semi linearen Anf ang smenoen :

Lemma 4.3. sei c"die Menge aller n-dinensionalen petri-Netze. Es gilc

L(x *, P- )) .x€(t, xt,Pr)t n

2 d.h. aug lauter nichtnegativen Komponenten beetehend. siehe auch fz, Delinition 7.1.
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Y ?€ Co, mse No : ß"(ms)e sern(No) +

+V Moesem(No): ß"(M) e"en(No).

Bewels: Da semilineare Mengen endliche Vereinigungen von linearen Mengen sind, können

wir ohne Beschrifukung der Allgemenheit Moals linear ansehen, d.h. Mo-L(b,P).Wir
beweisen f ol gende Gleichung :

ß".2(L(b, P)) - ßr,r,r(ö).

leden Punkt xe\2,7(L(b,P)) (mit L(b,P)r"t'x) könnenwir von b aus erreichen,weil
es einen Punkt yeL(b,P) geben mu$ mit !)ret' x, der durch eine (immer zulässige)
Transitionenfolge neP'von b aus erreicht werden kann. Umgekehrt kann jede zuldssige
Transitionenfolge | € (ZuP)' durch entsprechende Permutation auf die Form nr gebracht

werden, ohne ihre Zulössigkeit zu verlieren. Of fensichtlich ist jeder Punkt y mit b'+n y in
L(b, P) enthalten.

Betrachten wir noeh einmal das Beispiel A65.1 , Hier ist die Erreichbarkeitsmenge

von besonders einfacher Struktur, weil sie offensichtlich unter endlichen Anfangsmengen
endlich ist (also sogar linear) und semilinear unter semilinearen Anfangsmengen
M6 e sen(N\ .3 Über die Petri-Netze ails den anderen Beispielen können wir das allerdings
nicht behaapten, In dem nöchsten Lemma studieren wir eine nicht-semilineare Erreich-
barkeitsmenge.a

Lemme 4.4. Die Erreichbarkeitsmengen der (mindestens) vierdimensionalen Yektor-
Ersetzungssysteme mit genau einer inhibitor-Kante sind im allgemeinen

nicht-semilinear. (Dabei ist stets an semilineare, insbesondere einelemen-
tige Anfangsmengen gedacht, wie in unserem Beispiel.)

Beweis: Sei ( das zu dem Petri-Netz uts dem Beispiel A55.4 öquivalente Vektor-
Ersetzungssystem mit genau einem inhibitor-Vektor und insgesamt vier Vektoren, die je
nach Möglichkeit als Additions- bzw. Ersetzungsvektoren folgendermakn deliniert werden

können:

g Dierc Bchcuptung können wir une allerdingt nur dann leilten, wenn die ErreichbarLeitrmengen der dreidimen-
riondcn Vetior-Additioneryrtemc rtetr rcmilinear rind. Dierer Relultat irt aber aur [Zfl bekannt - er gilt eogar
bir ru der Dimenrion n - 5. Au$agen dierer Art rtudiencn vir im nächrten Kapitel.

4 Vorreg: dar hier betrachtete Pctri-Netl itt cin Potenrierer im Sinne der WPNC-Berechenbarleit (oder lumindeat
derrrn Kcrnrtücl). Vgl. 96.'rl Pt(c 1.

E
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Als Startmenge wählen wir {mo} mit:

rno = (mo(s,), rno(sz), mo(ss), mo(s{)) = (O,O,l ,I ).

Diese einelementige anfangsmenge ist trivialerweise linear. seien noch.-

(BIa) O<xz+xsS2*'
(B2a) O< 2xz+ xrS2f,r*r

(BIb) x*)o
(B2b) x+:O ferner sei (BI2) xqsxr+ I

Obige Relationen indizieren eine offensichtlich nicht-semilineare Menge aüs Na.
lYir zeigen, daß diese Menge alle Punkte aas Rr(ms)enthölt. Genauer: jedes xeN4fs,
genau dann erreichbar, wenn entweder (Bta), (Btb) und (BI2) oder (B2a), (B2b) und
(Bl2) gelten. Zundchst wenden wir uns dem Teit ,,+" zu, d.h. wir zeigen, daS nur punkte
aus der oben definierten Menge durch{ erueichbar sind. Die Bedingung (BI2) wollen wir
vorübergehend aufor Acht lassen, weil Punkte, die ihr nicht genügen offensichttich nicht
erreichbar sind. Anfangs gelten (BIa) und (BIb). Den Induktionsschritt belegt die folgende
Fallunterscheidung:

Io) Es gelten zunöchst (BIa) und (BIb), was das Ferwn von tsunmöglich macht.
Beim Feuern von t, bleibt xz+ xs unverändert; die tr erhöht sogar x1, d.h.
(BIa) und (BIb) gelten nach wie vor. Gleiches gilt für die Transition tr, falls
vor dem Feuern xr)l war, Galt vor dem Feuern x+-I,so gilt jetzt (B2b)
aber offensichttich auch (B2a).

u(f u3 (i) u4(i)

u :[(i) (;)]

46b.8
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20) Es gelten jetzt (B2a) ud (B2b).Wegen (B2b) können trund t"nicht feuern.

Feuert die Transition t", dann ist (B2b) offensichtlich etlüllt und wegen

2(xz- l)+(x. +2)-2x"+ 36" auch (B2a). Feuert jedoch ta, dann gilt jetzt
(Btb), aber wegen xz+ xs12xr+ xs S 2'2" auch (BIa).

Im Teil ,, e" zeigen wir durch vollständige Induktion nach x r, daß jeder Punkt aus unserer

Menge durch I erreicht werden kann.

xr - o. Wegen (Bl2) gilt xr3 | . Die einzigen Punkte, die unsete Bedingungen

erfüllen sind also:
(i)

xr=(O,O,l,l) erueichbar durch L.

x2= (O,l,O,l) erueichbar durch f 1.

x3: (O,O,l ,O) erueichbar durch t2.

x4 = (O,l ,O,O) erueichbar durch trtz.

xs = (O, O,2,O) erueichbar durch t J2t3.

Es gelten

Es gelten

Es gelten

Es gelten

Es gelten

(BIa),(BIb).

( BIa),( BIb).

( B2a),( B2b ).

( B2a),( B2b).

( B2a),( B2b).

(ii)

(iii)

Die Behauptung gelte für alle Punkte mit xrict-l.

Sei q- (ar.a".a".ar)und es gelten (Bla) und (BIb). Darüberhinaus nehmen

wir o.B.d.A. an, daS ar- I ist,weil auch andere ar-l{erte (die (BI2) Se'
nügen) offensichtlich durch (t.)'(tz)' erreichbar sind. Es gilt also
o<c-"+orS2"', sowie d+-I und wir wollen zeigen, da$ dieser Punkt
tatsächlich erreichbar ist.

Angenommen es gilt o1o 
"+crgs 

2o'-'. Nach der Induktionsvoraussetzung
isl o':(cr- l,e.2,e.stl) eteichbar. Durchtrt" erreichen wir unser a.

Gilt 2"t-'1c.z+a"32ot, und ist ez+o.g-2o'-r+b mit o<bs 2or-t, daflfl

Sibt es nach der Induktionsvoraussetzung einen Schaltpfad zum

o'-(or- t,b ,2o'-'-a,l), weil a' (BIa) und (Blb) genügt, Nun, ietzt
können wir feuern: durch den Schaltpfad t"1t"1ut.(t,)o' erreichen wir
(or,o",2o'-t+b-a",t), also wieder den gewünschten Punkt, weil ia
2o'-'*b-o r-a. isl.

Aus diesem Resultat folgt bereits unser Lemma, weshalb wir hier auf den Beweis der

Erreichbarkeit von Punkten mit x r- O verzichten wollen. Dieser Beweis kann ähnlich gelührt

werden. rt

Der Beweis vom Lemma 4.4 belegt implizit die gegenseitige Eimulation der

Petri-Netze aus den Beispielen A66.4 und nee.5. Zusammen mit den Erkenntnissen aus

dem vorherigen Kapitel erhalten wir:
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Korollar 4.5. Die Erreichbarkeitsmengen der folgenden Gebilde sind unter einele-
mentigen Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear:

- gewöhnliche Vektor-Additionssysteme der Dimension n 2 6;
- gewöhnliche Vektor-Ersetzungssysteme der Dimension n > S;
- gewöhnliche Yektor-Additionssysteme und Yektor-Ersetzungssysteme

mit kontrollierenden Zuständen der Dimension n > 3;
- Vektor-Ersetzungssysteme mit genau einem inhibitor-Yektor der Di-

mension n> 4. E

Wir sehen also, dafi nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen bereits bei recht
,,kleinen" Petri-Netzen auffieten können. Auf der anderen Seite könnte mant die Frage
stellen, wie wahrscheinlich die Semilinearitöt ist, Die exakte Quantifizierung wäre enorm
schwierig, aber man kann die heuristische Antwort wagen, daß die Erreichbarkeitsmengen
der Petri-Netze doch sehr zur Semilinearitöt ,,neigen". Aus I I0J ist z.B. bekannt, daS diese
Eigenschaft im etwas eingeschränkten Sinne aaf gewöhnliche Petri-Netze mit ( PN* )
(Vektor-Additionssysteme) zutrif ft, wenn höchstens zwei Stellen beschrönkte Projektionen
der Erreichbarkeitsmengen haben, und das mabhöngig von der Dimension. Die überle-
gungen, die zu dieser Erkenntnis gelührt haben, wollen wir hier nicht wiederholen. Das für
uns wichtigste Resultat halten wir im nachfolgenden Lemma fest.

Lemma 4.6. sei '/ ein gewöhnliches Petri-Netz mit (pN*) (vektor-Additionssystem)
der Dimension neN. Für alle Komponentenpaare j,k€tl,..,n\, j*k
existiert eine (effektiv berechenbare) Konstante gt'* - (gl'*, .., g{,t) € N"
mit gj'r:st*'t-ound gl.te N fiurr i*i*k, mit folgender Eigenschaft:

Die Erreichbarkeitsmengen von I strikt innerhalb von Gt't -
={x€Nolx2gt''}(d.h. auf Schaltpfaden aus Gr..), für alle An-
fangsmengen Mo e sem(Gr'.) können durch semilineare Teilmengen
der gesamten Erreichbarkeitsmengen von g eingehüllt werden.

[10] E

Mit dem Begrif f ,,Einhüllmg" meinen wir stets die mengentheoretische überdeckung
von kegelförmigen Gebilden, also z.B. linearen oder semilinearen Erreichbarkeitsmengen -
im Gegensatz zu Inklusionen, die im anderen Zusammenhang stehen. Ferner ist hier un-
bedingt zu beachten, da$ sich diese Aussage nur auf eine Teilmenge von No bezieht (,,strikt
innerhalb von Gr'k"). Das gilt sowohl für die Anfangsmengen, als auch für Schattpfade
und folglich auch Erreichbarkeitsmengen. Im nöchsten Kapitel arbeiten wir häufig mit
derartigen Aussagen.

Es ist zwar etwas gewagt, anhand dieser Aussage weitgehende Schlußfolgerungen
hinsichtlich Petri'Netz-Erreichbarkeitsmengen und deren allgemeiner Struktur zu ziehen
(allenfalls im Zusammenhang mit weiteren Erkenntnissen, was im kommenden Kapitel
geschehen soll ). Dennoch darf sicherlich vermutet werden, dafi dieses Lemma für Konstanten
mit drei Komponenten gleich 0 nicht mehr gilt. Drei Stellen könnten dann ein petri-Netz
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mit kontrollierenden Zuständen simulieren, dessen Erueichbarkeitsmenge bereits bei der
Dimension n-3 nicht-semilinear sein könnte. Die Umkehrung dieser (noch) Vermutung
würde aber bedeuten, da$ solche Erreichbarkeitsmengen nur dann zu erwarten sind, wenn

entsprechend viele Transitionen u.U. am Feuern gehindert werden - sei es durch kontrol-
lierende Zustönde, sei es durch Stellen, die nicht beliebig grofi werden können. Im nöchsten

Kapitel werden wir die Bestötigmg hierfür ableiten können.
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Das Korollar 4.5 markiert Dimensionen verschiedener Varianten von Petri-Netzen,
in denen die Erreichbarkeitsmengen nicht-semilinear sein können. Die Frage, die wir uns
stellen wollen, lautet, ob die Semilinearität obligatorisch ist in hinreichend kleinen Di-
mensionen. Kann dieser Sachverhalt lür eine bestimmte Klasse von Petri-Netzen bis zu einer
Dimension n'e N bewiesen werden und existieren Petri-Netze aus der gleichen Klasse mit
n= n'+ l, deren Erueichbarkeitsmengen nicht-semilinear sind, so sprechen wir von einer
dimensionsbezogenen Semilinearitlltsgrenze n'€ N für diese Klasse.

Aussagen dieser Art wurden in I I0 J für gewöhnliche Vektor-Additionssystetne ( auch
mit kontrollierenden Zuständen) bewiesen.lYir wollen untersuchen, ob und inwieweit kon-
trollierende Stellen und Zustönde sowie inhibitor-Kanten die dimensionsbezogenen Semi-
Iinearitätsgrenzen verschieben, wobei wir uns aus mehrfach genanntem Grmd hauptsächlich

für Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante interessieren.

Zunächst zitieren wir die beiden Hauptscitze aus [10J, die für gewöhnliche
Vektor-Additionssysteme, mit oder ohne kontrollierende Zustönde, sowohl dimensionsbe-
zogene Semilinearitötsgrenzen, als auch die elfektive Berechenbarkeit der (semilinearen)
E r reichbarkeit smeng en beinhal ten.r

Lemma 5.1. Die dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenze für gewöhnliche Yektor-
Additionssysteme mit kontrollierenden Zuständen beträgt n'=2. Es gilt:

ßr(fr ) e sem(N' x Q) für alle fr oe sern(N" x Q).2

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. I I0] u

Lemma 5.2. Die dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenze für gewöhnliche Vektor-
Additionssysteme ohne kontrollierende Zustände beträgt n'= 5. Es gilt:

ßr( M o) e ser(Nt) für alle Mo€ sern(Ns).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. I I0] E

I Zu dcn Konmquenren dcr Scmilinearität gehört, nebcn der Bcrcchenbarleit der Erreichbarkcitrmengen, rtett u.a.
die Entrcheidbarlcit dcr Glcichheitr- und Inllurionrproblcmr der Erreichbarkeitrmcngen. Siehc daru Fach-
liücntur.

2 vgl. Fußnote 1, Seite 35.
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Ausgehend vom Lemma 5.2 beobachten wir, daS kontrollierende Zustönde eine
gewaltige Verschiebung der Semilinearitdtsgrenze verursachen. Erinnern wir uns an Lemma
4.4 und Beispiel Ab6-2, so stellen wir fest, dafi kontrollierende Stellen ebenfalls die Se-
milinearitätsgrenze verschieben (mindestens um 1). Auf der anderen Seite wissen wir aus
dem $3, da$ kontrollierende Zustönde ein störkeres Miuel sind als kontrollierende Stellen,
die sich folslich in dieser Hinsicht nicht störker auswirken dürften. Es bleibt nur noch die
Frage, ob kontrollierende Stellen wd Zustöttde zusammengenommen mehr bewirken können,
als exklusiv eingesetzt.

Lemma 5.3. Die dimensionsbezogenen Semilinearitätsgrenzen sind für gewöhnliche
Yektor-Additionssysteme und Yektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zuständen - gleich und betrager n'= 2. Es gilt:

3n(fro) e sezr(N2 x Q) für alle ffio e sazr(N2 x Q; .

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Wegen Lemma 3.1 ist der in I IOJ vorgestellte Algorithmus ohne Einschrcfukungen
auf gewöhnliche Vektor-Ersetzungssysteme mit kontrollierenden Zustönden anwendbar. A

Kontrollierende Stellen bleiben demnach ohne Einflu$ auf die Semilinearitötsgrenze
der gewöhnlichen Petri-Netze mit kontrollierenden Zustönden. In Anbetracht der Er-
kenntnisse aus $3 konnte dieses vermutet werden - ist aber eher auf das sehr kleine
Multigitter N2x Q zurückzuführen. In den nachfolgenden Überlegungen wenden wir uns der
Frage zu, ob und wieviele inhibitor-Kanten diesen Sachverhalt veröndern können. Aufordem
versuchen wir die Bedeutung von inhibitor-Transitionen bzw. inhibitor-Stellen in diesem
Zusammenhang zu klören.

Theorem 5.4. Die dimensionsbezogenen Semilinearitätsgrenzen sind für gewöhnliche
Yektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zuständen und genau einer inhibitor-Kante - gleich und
betragen n'= 2. Es gilt

ßn,(Mo) e sem(N2 x Q) für alle ffo e scn(N2 x e) .

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Zunöchst machen wir einige Yorbereitungen. (Jnter einer inhihitor-Hyperehene
Tf'g Noxq verstehen wir die Menge aller Punkte (Multimarkierungen) dzs Nn xq, bei denen
die inhibitor-Transition aktiviert ist. Ollensichtlich gilt rf e sen(No xe). Die Menge
shift'(fr) =frv<|eNoxA lli.ft ri-r"i) fllr eine Menge ffg5^ xebezeichnen wir als
inhibitor-Translation- Sei tl' ein Yektor-Additionssystem mit genau einer inhibitor-
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ALGORITHMUS A1

input ( zl', {(ro, P o, q)}) i /* tt' -ein zweidimensionales Vektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustönden und genau einer inhibitor-
Kante; das Tupel (x6,Pq, q) kennzeichnet entsprechend
die Basis, Periodenmenge und den kontrollierenden Zu-
stand einer linearen Anfangsmenge i.o- (L(xo,Po), qo) g
c N2 x Q. O.B.d.A. nehmen wir an: eo - e"(t') , d.h.Logq' .

*/

begln /* Die Grundstruktur ist ein Baum, dessen Knoten jeweils set(.) , tag(. ), sowie
Verweise auf denVorgönger tnd den (die) Nachfolger beinhalten. */

1) let set (root): {(xo, Po ,qs(t'))} , tag(root) - open; /* root hat keine
Vorgänger * /

3)

1)

2) on pick leal : tag (tea ! ) : o pen ;

if not exists go e ;

/* leaf hat keine Nachfolger */

/* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */

/* r I OO ist der aus I I0 ] bekannte

hier für tJ : Z/'\ t t' ) auf geruf en wird . * /

/* nichtdisjunkte Vereinigung * /

let Z : [r I O(shif t'(set (Ieaf )))]nrt' ;

Algorithmus, der

let L' :{(x t, P i,e"(t'))e Ll P r- A} r L" :Z\I' ;

5) for each ( (r 1,6 , clo(t')) e I' ) begin

6)

7)

create succ ; let leaf "3'succ , set(succ) - ( x t,6, qo(t')) ;

/* succ wird direkter Nachfolger von leaf . +/

if set(Ieaf ): (x,6,q"(t')) & set(succ): (y,6,eo(t')) & x <y
let set(succ)-(x, {V- x}, q"(t'));

8) end ;

9) if L" * O cseate succ ; tet leaf "":'succ , set(succ ): L" ;

10) for each ( cur rent lea f ) begin

r1) if se t(leal) s 
[,,,,,,,,y, (,nsr)set(an 

cestorl]l.t tag (teaf ): closed.

else tag(leaf )- open;
12) end , go on ;

e output(E= u set(leal));

end ;
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Transitiont'und der inhibitor-Stelle (o.B.d.A.) 
" r.s Mit Hi$e des Algorithmus Alberechnen

wir zunächst die Erreichbarkeitsmenge destt'auf der inhibitor-Hyperebene, für eine o.B.d.A.
lineare AnfangsmengeT.o- Zir., sJ - (L(xo,go), go) E N2 x Q. Dabei können wir natürlich
nicht direkt mit unendlichen, wenn auch semilinearen oder gar linearen Mengen operieren.
Als geeignete Datenstruktur verwenden wir daher Mengen, die ausschliefilich aus Elementen
L.r = (b r, P t, e ) bestehen, wo die Komponenten von X, entsprechend die Basis, Perioden-
menge und den kontrollierenden Zustand einer linearen Menge ffi - (L(x t, P ), e i)
azs N2xQdarstellen. Auch die in Zeile e aasgegebene Menge (lalls es zu dieser Ausgabe

überhaupt kommt) kann nicht die Erreichbarkeitsmenge selbst enthalten, sondern höchstens
deren Spezifikation im o.e. Sinne. Den Zusammenhang zwischen unserer Datenstruktur und
den Mengen, die sie beschreibt, beleuchtet die folgende Gleichung:

M- u W: u Q(xi,P),ei).
(x t, P t, e 1)eM (x t, P l, e 1)ell

Der aus I l0J bekannte Algorithmus, der als Prozedur in Zeile 3) auf gerufen wird ( rloO ),
arbeitet ebenfalls mit dieser Datenstruktur. Ferner können Operationen, wie Vereinigung
Durchschnitt und Translation von Mengen ails N"xQ(in unserem FalI aus N'zxQl, prob-
lemlos auf dem Boden dieser Datenstruktur durchgeführt werden. Aus diesem Grund wollen
wir die weitere Diskussion auf die Mengen selbst und nicht aaf deren Spezifikationen
beziehen.

Lemma 5.4.1. Der Algorithmus AI hblt in endlicher Zeit für alle Yektor-Additions-
systeme tl'der Dimension n S 2 mit genau einer inhibitor-Kante und für
alle Anfangsmengen Mo e sem(N " x e).1

Beweis: Induktiv nach der Länge des (Baum-) Pfades folgern wir zunöchst, daß der Al-
gorithmus rloO ausschlie$lich auf Translationen sowie Durchschnitte mit q"von Mengen
angewendet wird, die er selbst geliefert hat - also auf semilineare Mengen. Und weil tt ein
gewöhnliches Vektor-Additionssystem ist, enden diese Aufrufe in endlicher Zeit. Ferner
arbeitet der Algorithmus rloO mit den gleichen Datenstrukturen und liefert stets endliche
Mengen {(xi,Pt,et))rcts^ [10J. Demnach durchläuft die Schleife 6)-8) jeweils nur
endlich viele Linearkomponenten aus L' (mit leeren Periodenmengen). Die gleiche Induktion
belegt darüberhinaus, dafi der fan-out des erzeugten Baames beschrönkt ist, weshalb wir
davon ausgehen können, dafi es stets nur endlich viele Blätter gibt, die die Schteife ro)-12)

zu durchlaufen hat. Schlie$lich sind of fensichtlich alle Operationen in den einzelnen Zeilen
in endlicher Zeit durchführbar, weil wir nur mit endtichen Spezifikationen linearer bzw.
semilinearer Mengen arbeiten md weil die Semitinearitdt invariant ist unter diesen Ope-

S I"_9:t Hoffnung, den Lerer nicht ru vervirren, rprechen wir von Transitionen und Stetten in einem Vektor-
Addiüionsryatem. Ea irt dabei rtetr an dar äquivalintc petri-Netl ru denkan.

4 Die Anfangrmenge muE nicht unbedingt linear rcin. Der Algorithmut rf00 irt relbrtverständlich auch auf re-
*ilineare Anfangameng:l anwendb_ar [fO] 9-1d rird in un"rem Algoritümur fitr rolche Mengen aufgerufen
(Tranalationen linearer Mengen rind i.a. rcmilinear).
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rationen. Unsere Behauptung folgt dann sofort, wenn der errechnete Baam endliche Tiefe
hat. Dazu betrachten wir einen Plad aus diesem Baum und nehmen an, daß er unendlich
ist, d.h. zu jedem Zeitpmkt des Berechnungsvorgangs srets tag(leal)-open für den

augenblicklich letzten Knoten auf diesem Plad Silt. Zwächst analysieren wir die in Zeile
a) vorgenommene Aufspaltung der zuvor emechneten Menge L. Die bereits angesprochene
Induktion nach der Länge des betrachteten Pfades lößt darauf schliepn, daß die Mengen,

die auf diesem Pfad vorkommen, entweder nur einzelne Punkte (d.h. Linearkomponenten
mit leeren Periodenmengen) oder endlich viele Linearkomponenten mit P * A enthalten
können. Es gilt sogar mehr. Nehmen wir an, da$ ein Knoten node eine Menge
set(node):{(x,tp},q"(l'))} enthält und der Aufruf in Zeile s) eine Komponente
(y,6,q"(t')) liefert. Dann mü$te aber ein Punkt i,effi]j existieren, mitTr-+'j.
Für PmkteZ mit z>x, wöre aber zu folgern:2-t'ffi. Dieser widerspruch, zu-
sammen mit der Induktion nach der Möchtigkeit der Periodenmenge und Anzahl der Li-
nearkomponenten ln set(node) bedeutet, daß einzelne Punkte nicht mehr erreichbar sind,
sobald ein set(node) mit mindestens einer Periode berechnet worden ist. In Zeile a) wird
dann folglich keine Aufspaltung mehr vorgenommen, n)as für den betrachteten Pfad heißt,
da$ er nicht mehr gabelt. Auf jeden Fall können wir davon ausgehen, daS für zwei auf-
einanderfolgende Knoten node 1 und node"

set(node, ) g set(noder)

und für die inneren Knoten (bis auf den augenblicklich letzten) sogar

set(node, ) c set(noder)

gelten muS. (Letzteres folgern wir einmal mehr aus der Induktion nach der Pfadlönge).
Wir haben also eine Folge von semilinearen und stets expandierenden Mengen aus der
inhibitor-Hyperebene q', die ihrerseits ein eindimensionales und damit wohlgeordnetes
Gitter ist. l{egen Lemtna 4.1 heißt es aber, daß die letzte Inklusion nach endlicher Zeit
nicht mehr gegeben ist - solche Pfade werden dann in Zeile rr) ,,geschlossen". Damit kann
unser Pfad nur dann unendlich sein, wenn er ausschlieSlich Linearkomponenten mit leeren

Periodenmengen, also einzelne Punkte enthölt. Diese Punkte müssen aber von Knoten zu
Knoten verschieden sein (andernfalls wird in Zeile rr\ sofort tag(lecl) - closed gesetzt)

und darüberhinals müfiten sie in Richtung weg von der llurzel immer kleiner werden (sonst

kommt in Zeile 7) eine Periode hinzu). Eine permanent fallende Folge kann es aber nicht
geben (Satz von Dickson). Die Plade sind demnach endlich und wegen des Lemmas von

König auch der ganze Baum, dessen fan-out ja beschränkt ist. u

Lemma 5.4.2. Für alle Vektor-Additionssysteme ZJ'mit genau einer inhibitor-Kante,
der Dimension n32 und alle Anfangsmengen fr6esem(N2xq) hält der
Algorithmus .41nur dann, wenn gilt

E : u _(L(x, P), q) : ß 
a, 

(frg) n rl'
(x, P, q)cE
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Beweis: Wir zeigen F > rr,{Mo)nq' im Teil t) wd E s frr,(ffo)n q' im Teit b).

a) Wir betrachten den errechneten Baum und beweisen unsere Behauptung durch voll-
ständige Induktion nach der Lönge lrleiner ( zulißsigen) Schaltfolse r eT'. Nichts ist
zu zeigen für Fl-o. Nehmen wir an (ud das ist unsere Induktionsvoraussetzung),
daS der Algorithmus ALerst dann hält,wenn alle durch Schaltpf ade der Lfutge frlS k e N

erreichbaren Punkte (aus der inhibitor-Hyperebene) bereits in E enthatten sind, d.h.
E t {(*,S"(t'))lffo d'(x, q"(t')), x eT' , fq< k} .Weiter nehmen wir an, daß ein Punkt
(y,g"(t'))e N2x Q nicht inE enthatten ist, obwohl der Algorithmus gehalten hat und
obwohl dieser Punkt auf einem Schattplad <pe T' der Länge lqrl=k +l von fto aus
erreichbar ist. Es kann aber nur dann der Fall gewesen sein, wenn für alle Bldtter
set(leal) in der Vereinigung ihrer Vorgänger enthalten waren (in Zeile rr)), was der
Definition ron shif t'(.) widerspricht, wenn die letzte Transition in <n gerade die
inhibitor-Transition war. War die letzte Transition in diesem Schaltpfad eine ge-
wöhnliche Transition t * t', dann mü$te sie der Algorithmus rloO irn letzten Durchlauf
nicht berücksichtigt haben. Daraas folgt aber, daß auch Punkte (y,q"(t')) mit
fro+'(y,q"(t')) in E enthalten sind, was uns den Induktionsschritt tiefert.

b) Olfensichtlich erreichen wir in tJ nur Punkte aus der Erreichbarkeitsmenge des tl'. Zu
überlegen bleibt nur, ob die in der Zeile 7) delinierte Erweiterung uon set(succ) immer
nur erreichbare Ptnkte enthält. Diese Erweiterung wird allerdings nur dann vorge-
nommen, wenn der Pmkt (y, g"(t')) von (x , q"(t')) aus erreichbar ist, sagen wir durch
ein r eT'. Damit Silt für alle ceN:

;: (x,q'(t'))-l(t)' (x* c(y - x),qo(t')) = x+ c(y - x) e ( L(x,y- x),q'(t')),

falls die Bedingmg in Zeile t) erfüllt ist. Unsere Behaupttng folgt dann sofort durch
Induktion nach der Länge des (Baum-) Pfades. n

Aus Ro,(7) - rr(F) berechnen wir abschtiefund die gesamte Erreichbarkeitsmenge durch
einmaligen Aufruf von rloO. Wegen Lemma 3.1 und der of fensichtlichen algorithmischen
Durchführbarkeit der dort beschriebenen Konstruktion ist die Eigenschaft (PNt) belanglos
(unser Algorithmus kann problemlos so modifiziert werden, daß er auch im Falle der
Vektor-Ersetzungssysteme direkt anwendbar wird), Ferner könnte der Algorithmus AL auf
jede Linearkomponente einer semilinearen Anfangsmenge separat angewendet werden. Wir
erhalten folglich die Invarianz der Semilinearität unter semilinearen Anfangsmengen für
die hier betrachtete Petri-Netz Variante, also die Berechenbarkeit der Erreichbarkeits-
mengen für alle fr o e sen(N'x Q).

Der Algorithmus A1 kombiniert die inhibitor-Translation mit der Berechnung der
Erreichbarkeitsmengen unter Ausschlufi der inhibitor-Transition. Diese Vorgehensweise
kann als die allgemeine Berechnungsstrategie für Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen an-

n
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input( tJk'., {(xo, Po, qo)}) ;

procedure rset Q:' ,M) i

begin

let set (root) : t(xo, Po , eo (t'))) ,

pick leal: tag (Iea f ) = o pen ;

if not exists go e ;

ALGORITHMUS A2

/* uf' -ein zweidimensionales Vektor- Additionssysfe m mit
kontrollierenden Zusttinden, beliebig vielen inhibitor-
Kanten, und genau einer inhibitor-Stelle. O.B.d.A. nehmen
wir An: eo- q"(f t). */

/* root hat keine
Vorgönger * /

tag (root) - o pen ;

/* Ieaf hat keine Nachfolger */

/* alle Pfade geschlossen, Ausgabe */

/* t1or-U*/

1)

2) on

3)

7)

1) let

6) for

6)

if k- I let L-IrlO(shift'(set(leaf)))lnq';
else let I - [rset(tjlt-r)r,shjf t'(set (teal)))]nq';

L'- {(x t,Pt,e"(t')) | Pt-6), L" - I\I' ;

each ( (x t,6 , clo (t')) e Z' ) begin

create succ; let leaf "3t succ , set(succ) - ( x t,O,qo(t'));
/* .succ wird direkter Nachfolger von leaf . */

if set(leaf )- (x, A,q"(t')) & set(succ) - (y,@,eo(t')) & x <y
let set(succ) - (x, {y - x}, g"(t')) ;

8) end;

9) if L" * 6 cteate succ; let tea! "5'"r". , set(succ) - L" i
10) for each (current lecl) begin

rr) if set(leaf)gI u set(cnceslo.lltet tag(teal) - closed
L oaceitorr(teat) I

else tag( leaf)- open?l

12) end , Bo on ;

e return( E = 
r"oY", 

set (Ieaf) ) ;

end ;

/* nichtdis junkte Vereinigung * /
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gesehen u,erden - auch dann, wenn das gegebene Petri-Netz mehrere inhibitor'Kanten
enthält. Die inhibitor-Translation kann nllmlich auch hinsichtlich mehrerer inhibitor-
Transitionen deliniert werden. Das Hauptproblem besteht in der Frage, ob ein solcher

Algorithmus in endlieher Zeit seine Arbeit verrichten würde. Kann diese Frage nicht be-

antwortet werden, dann gibt es auch keine Garantie für die Semilinearität der Erreich-
barkeitsmengen, weil eine unendliche Vereinigwtg von semilinearen Mengen nicht tnbedingt
semilinear ist. (Das Petri-Netz aus dem Beispiel A65.4 ist eine Bestätigung hierfür.)

Allerdings ist die inhibitor-Hyperebene im zweidimensionalen Gitter stets wohl-
geordnet - unabhdngig von der Anzahl der inhibitor-Kanten. Das Lemma 4.1 greift also

auch in diesem Falle. Dieser Umstand läßt aber noch nicht darauf schlie$en, daß in diesem

,,Minigitter" auch weitere inhibitor-Kanten nichts an der Semilinearittit der Erreichbar-
keitsmengen öndern würden, denn das Lemma 4.1 ist nur dann von Bedeutung, v,enn aus

(x,q)r'(y,q) mit y>x die Erreichbarkeit von (x,{y-x},q) gefolgert werden kann.

Letzteres ist aber nur dann möglich, wenn die inhibitor-Hyperebene mit nur einer Gitterachse

einennichtleeren Durchschnitt hat (ein geeignetes Gegenbeispiel werdenwir noch ausführlich
diskutieren - siehe Ab6.9 ). Für Petri-Netze bedeutet es zwar beliebis viele inhibitor-Kanten
und inhibitor-Transitionen, aber nur eine inhibitor-Stelle. Gerade diesem Spezialf all wollen

wir uns jetzt zuwenden. Unserer Berechruntgsstategie folgend, könnte man die inhibitor-
Translation hinsichtlich aller inhibitor-Transitionen definieren und die Erreichbarkeits-
rnengen öhnlich wie im Algorithmus A7 berechnen. Wir gehen hier einen anderen Weg und
versuchen einen rekursiven Ansatz. Zunöchst beobachten wir, da$ aufgrund der Spezilik
der hier betrachteten Peti-Netze tt!' mit k sowohl die Anzahl der inhibitor-Kanten, als
auch die der inhibitor-Transitionen gemeint ist. Der Algorithmus A2 berechnet die Er-
reichbarkeitsmenge von tl!' rekursiv, die inhibitor-Transitionen nacheinander eliminierend.

Theorem 5.5. Die dimensionsbezogenen Semilinearitätsgrenzen sind für gewöhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zuständen, beliebig vielen inhibitor-Kanten und genau

einer inhibitor-Stelle - gleich und betragen n'= z. Es gilt:

fr"*.(üo)e sem(N2xQ) ftir alle froesam(NzxQ).

Diese ErreichbarkeiSmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Durch Induktiott nach der Anzahl der inhibitor-Transitionen. Der Induktionsanfang
ist für k-O trivial, für k- 1 ,st es gerade das Lemma 5.4. Die Lemmata 5.4.1 md 5.4.2
liefern den Induktionsschritt, wenn wir auf rset(tt(t-r)r, . ) , statt auf rlo(.) zurückgreifen.
Laut Induktionsvoraussetzung berechnet rset(tJ!r-t't'',.1die (stets semilinearen) Erreich-
barkeitsmengen unter AusschluS einer beliebigen inhibitor-Transition und folslich gelten
5.4.1 wd 5.4.2 auch für den Algorithmus A2. tt
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ATGORITHMUS A2'

input( tl!',11xo,Po, eo))) i /* ul'-ein zweidimensionalesYektor-Additionssystem mit
kontrollierenden Zustönden, vielen inhibitor-Kanten und
genau einer inhibitor-Stelle.
*/

procedure rset(t/!', ffi) ;

begin

1) let set(root) - {(xo, Po, go)} , tag(root) - open i /* root hat keine
Vorgänger */

2) on pick leoJ: tag( t ea!) = open i /* leaf hat keine Nachf olger * /
if not eristsgo e ; /* alle Pfade geschlossen, Ausgabe *f

3) if k: I let L- [rto(shift'(set(tecl)))]; /* tlo'-U*/
else let I - [rset(Zl!t-t)', shift'(set(teal)))] ;

{) let L'-{(x,,P1,a)lPt=6} , L" - L\L' ;
5) for each ((xr,ö,q)e Z') begln

6) create succ; let lea!o5'".r"", set(succ) -(xt,6,q);
/* succwird direkter Nachfolger von lea! . +/

7) if set( Iea!)-(x,g,e)& set(succ) -(y,A,q)& x<y
let set(succ) - (x, {y - x}, q ) t

E) end;

9) iI I" * 6 create succ; let lec lojit ",r"", set(succ) = L" i
ro) for each (current tecf) begin

u) if set( teat)El u set(ancestor;'ltet tag(tea!)- closed.
Loecctlors(,eol ) I

else tagl leat)- openi
12) end , go on;

e return( E = 
ooY""""a 

(tea!)) ; /+ nichtdisiunkte Vereinigung * /

end ;
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Der Algorithmus A2kann auch dahingehend modifiziert werden, daß die Berechnung

der Erreichbarkeitsmenge von u!' direkt erfolgt, d.h. ohne zuerct deren Durchschnitt mit
der inhibitor-Hyperebene zu ermitteln. Die in der Zeile s) errechnete Menge enthölt i.a.
auch Linearkomponenten mit qlq"(t'), die dennoch in L", bzw. t übernommen werden
können (was im Algorithmus A2 nicht geschieht). Der Leser kann leicht nachprüfen, daS
die Lemmata 5.4.1 und 5.4.2 (in entsprechend abgeönderter Form) auch für den Algorithmus
A2' gelten. Die in Zeile e) ausgegebene Menge spezifiziert bereits die zu berechnende

Erreichbarkeitsmenge des Ul'. ( Hinweis: die inhibitor-Translation für Punkte mit q * q" (t')
ist die ldentitöt).

Wir müssen nur noch die Frage klören, ob die Einschränkung auf nur eine

inhibitor-Stelle aus dem vorangegangenen Theorem tatsächlich erforderlich ist. Das
Petri-Netz aus A66.9 ist beispielhaft dafür, dafi - trotz wohlgeordneter inhibitor-
Hyperebene - das Lemma 4.1 u.U. gar nicht zur Gelttng kommt. Daraus gewinnen wir eine
weitere dimensionsbezogene Semilinearitötsgrenze:

Theorem 5.6. Die dimensionsbezogenen Semilinearitätsgrenzen sind für gewöhnliche
Vektor-Additionssysteme und Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
kontrollierenden Zuständen und beliebig vielen inhibitor-Kanten - gleich
und betrag€[ n'= l. Es gilt:

ß 

"r.(fr 
o)e se n(Nt x q; für aile fro e se m(N t x Q) .

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Beweis: Die Semilinearitöt in NxQ folgt sofort aus dem Theorem 5.5. Auf der anderen

Seite besitzt das Petri-Netz ails Abb.9 eine offensichtlich nicht-semilineare Erueichbar-
keitsmenge. Der Leser kann leicht nachprüfen, daS in jedem Zustand genau eine Transition
aktiviert ist. Die Erreichbarkeitsmengen aul den Gitterachsen (in jedem kontrollierenden
Zustand) können durch {(2)" In e N} spezifiziert werden. lI

Korollar 5.7. Die Erreichbarkeitsmengen der fünfdimensionalen Yektor-Additionssys-
teme, sowie der vierdimensionalen Vektor-Ersetzungssysteme - jeweils mit
mindestens zwei inhibitor-Yektoren - sind bereits unter einelementigen
Anfangsmengen im allgemeinen nicht-semilinear. E

Wir sehen also, da$ die in [I0J ermittelte Semilinearitätsgrenze durch zwei
inhibitor-Kanten auf jeden Fall tangiert wird. Gleiches Silt für Vektor-Ersetzungssysteme
- Ietzteres werden wir allerdings erst nach weiteren Überlegungen folgern können (die
dimensionsbezogene Semilinearitötsgrenze lür gewöhnliche Vektor-Ersetzungssystem ohne
kontrollierende Zustlinde ist vorerst nicht bekannt).
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Anfangszustand. fro Zustand. A,: äo -t""fr.r

Z ustand tTtz i frr.ist+fi, Z ustand Ar+('')'t"'äs

tni Qr-91,

tri 91 2-qz

tri 9Ir-91,

t, ! 9Ir- cl,

tni Qr-Q,

trf 91 2-qz

tri 9Ir-Q,

t, ! 9lr- 91,

tni Qr-91,

tr! 91 2--q2

tri 9Ir-91,

t, I 9lr- 91,

tni Qr-Q,

trf 91 2-q2

trl 9trr-cl,

4b6.9
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Mit den bisher gewonnenen Resultaten können wir zufrieden sein. Für die Klasse
der Petri-Netze mit kontrollierenden Zustdnden haben wir exakte, dimensionsbezogene
Semilinearitötsgrenzen in Abhängigkeit von der Anzahl der inhibitor-Kanten ermittelt.
Ferner haben wir festgestellt, daS zur Verschiebung der Semilinearitötsgrenze gegenüber

den gewöhnlichen Petri-Netzen (mit kontrollierenden Zustöttden) zwei inhibitor-Kanten
erforderlich sind. Und schließlich haben wir gelernt, daß im Hinblick auf die Semili-
nearitätsgrenzen die Anzahl der inhibitor-Stellen adäquater ist, als die der inhibitor-Kanten,
oder gar der inhibitor-Transitionen.

Weiter darf vermutet werden, das die qualitative Verstörkung des Grundmodells in
Form von inhibitor-Kanten nicht gleichbedeutend ist mit einem wirksamen Kompaktie-
rungsmittelt - schon gar nicht, wenn nur eine inhibitor-Kante zur Verfügung steht.
Nicht-semilineare Erreichbarkeitsmengen sind dann erst im dreidimensionalen Gitter
möglich, und darüberhinaus benötigen wir weitere Stellen, um die wohl kaum entbehrlichen
kontrollierenden Zustände zu simulieren. Letzteres ist nur eine von zwei Fragen, die sich
dabei aufdrängen. Weiter müssen wir uns fragen, welche Petri-Netze (mit kontrollierenden
Zustönden und nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen) die einfachsten sind im Hinblick
auf die eventuelle Simulation. Ist es vielleicht das Petri-Netz aus dem Beispiel A66.5?
(das Petri-Netz A66.9 lassen wir bewuSt aufor Betracht, weil es bereits zwei inhibitor-
Kanten enthält). Die positive Beantwortung beider Fragen würde das Problem der di-
mensionsbezogenen Semilinearitätsgrenzen auf die Simulierbarkeit eines bestimmten
Petri-Netzes reduzieren ( z.B. A66.5 ). Dadurch könnten die sicherlich aufwendigen Beweise
(diese Erfahrmg werden wir noch reichlich machen dürfen) überflüssig werden. Im letzten
Kapitel dieser Arbeit werden wir versuchen, diesen Weg zu gehen. Nur dort, wo die Se-
milinearittitsgrenzen Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante mittelbar oder unmittelbar
betreffen, soll die exakte Beweisführmg nicht ausbleiben.

Bevor wir mit einer weiteren, für unsere Betachtungen relevanten Semilineari-
tätsgrenze fortfahren, studieren wir noch eine andere mögliche Simulation des Petri-Netzes
aus Abb.5 , und zwar in einem Yektor-Additionssystem mit zwei zusätzlichen Stellen und
zwei inhibitor-Kanten (letztere sind dafür unbedingt erforderlich). Die Abb.70 schildert
die Zustandsveränderungen, die einmal mehr auf die inzwischen hinlänglich bekannte
Schaltfolge tJ2tst4(tr)"t"t" zurückgehen. Die Abb. TTenthält eine Zusammenstellung von
bislang kennengelernten Simulationsmöglichkeiten, bezogen jeweils auf entsprechende
Varianten des Grundmodells.o Der interessante Punkt an den Beispielen Abb.g tnd eeo. rc
ist der, da$ zwei inhibitor-Kanten, eingesetzt als Simulationsmittel oder als Kompaktie-
rungsmittel des zu simulierenden Petri-Netzes, gleiches bewirken, nämlich die Yerschiebung
d er dimensionsbe zog enen S emi linearitöts grenze ge genüber d em Grundmodel l.

6 Gemeint ist vor sllem die Kompaltierung von WPNC'r und Zthlerautomaten, die irn nächgten Kapitel auefllhrlich
diakutiert werden.

6 Mit der Simulation der kontrolliercnden Zurt$nde auf der Bacis de! Grundmodetb meinen wir ein gewöhnlicher
Vektor-Additionmyrtem mit 6 Stellen (davon 3 Simulationntellen), dar laut Lemma 3.3 exirtieri Siehe auch
Anhang A.
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Anfangszustand rls Zustand. rrlr ! rno-"" ^,

Zustand. fft2 i m, t"'* m, Z ustand. ffts i m, a" ')'t" ' rn,

Abb. 70
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Anf angs zustand ms Anf angs zustand ms

An f angs zustand ffr s An f angs zustand fft s

/q @\
t"iQ2-q2 tr! glr-gl,

tt 
tni er-gl,

I Li etrr-er,

Abb. 71
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Die Beispiele Abb.9, Abb.70(zusammen mit Lemma 5.2) belegen zwar die Ver-
schiebung der Semilinearittitsgrenze durch inhibitor-Kanten. Auf der anderen Seite wollen
wir nicht vergessen, dafi zwei solche Kanten ein sehr starkes Mittel sind (wegen der noch

zu präzisierenden Simulierbarkeit von Turing-Maschinen - 56). Aufurdem sind zwei
kontrollierende Stellen in dieser Hinsicht gleichwertig ( Abb.2). Unsere Fragestellung geht

daher in die Richtung, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante eine solche Verschiebung
verursachen kann. Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir die dimensionsbezogene
Semilinearitötsgrenze für gewöhnliche Yektor-Ersetzungssysteme (ohne kontrollierende
Zustlinde).

Auf der Suche nach einer geeigneten Beweisstrategie überlegen wir zunöchst, welchen

Wert die bislang erzielten Resultate im Hinblick aaf die zu beweisende Aussage darstellen.
Erinnern wir uns z,B. an das Korollar 3.7, das uns die Möglichkeit liefert, Stellen mit
beschränkten Projektionen der Emeichbarkeitsmengen mit Hilfe von kontrollierenden Zu-
ständen zu simulieren. Vierdimensionale Vektor-Ersetzungssysteme mit (mindestens) zwei
solchen Stellen sind demnach durch (höchstens) zweidimensionale Petri-Netze (wegen
Lemma 3.1 sogar Vektor-Additionssysteme) mit kontrollierenden Zustöttden simulierbar,
und daraus folgt sofort die Semilinearitdt der Erreichbarkeitsmengen (Theorem 5.4 oder
bereits das Lemma 5.1). Wetche Aussage Iößt sich aber aus dieser Überlegung ableiten,
wenn drei oder gar alle vier Stellen unbeschrfutkte Projektionen der Erreichbarkeitsmengen
haben ? Eine willkürliche Einschränkung der Aulnahmekapazitöten zweier Stellenr er-
möglicht zwar wieder den gleichen Ansatz - nicht aber den Schluß auf die Semilinearität,
der Erreichbarkeitsmengen. Auch nicht in dem zwangstöufig spezifizierten Teilgitter voi
Na (rein mengentheoretisch zu verstehen), weil wir ja nur Schaltpfade zulassen, die in
diesem Teilgitter verbleiben. Sollte aber eine ähnliche Aussage auch in den anderen Re-
gionent möglich sein, dann ldge es nahe, hier eine Art ,divide & conquer" zu verfolgen. In
der zweiten Phase (,,conquer") müften dann awh solche Schaltpfade berücksichtigt werden,

die all diese Regionen ,durchwandern", was umso einfacher sein dürfte, je höher die

Qwlitöt der Teillösungen in den einzelnen Regionen sein wird. Und diese Teillösungen
werden uns wohl kaum mehr liefern als die Semilinearität und vielleicht Berechenbarkeit

der Erreichbarkeitsmengen - wahrscheinlich eben nur auf einigen Schaltpladen und in
gewissen Teilgittern. Formal wollen wir solche Aussagen folgendermafun notieren:

rtGI(.)nN; N c G E No (darunter verstehen wir die Erreichbarkeitsmenge des

Petri-Netzes I im Teilgitter N auf Schaltpfaden aus G).

7 Petri-Nctre mit cingerchräntten Aufnahmclapalitöten dcr Stellen rind einc weitere Grundmodell-Variante, die
wir bier allerdingr nicht ru didrutieren brauchcn. Diere Eigenechaft kann problemlot mit Hilfc von entrprechend
angebundenen fomplementtrcn gtellen herbeigeflthrt rärdsn (vgl. DieLuedon der Beirpielr ltt'2, E2l, die
ebenfallr durrh Lontrollierende Zurtände rimulicrba'r rind.

t Teilgitücr, deren Vcreinigung dar geramte N'crgibt, rollcn wir alr Regionen bereichnen. Implidt mitgemeint iat
alro rtcte cine cntrprechcnde Auftcilung dcl N', allerdingr nicht unbedingt dirjunkt.
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Bis zum Ende dieses Kapitels verstehen wir unter I ein vierdimensionales und

gewöhnliches Vektor-Ersetzungssystem. Die erste Teillösug haben wir bereits gewinnen

können:

I"crtrr 6.9. Für alle 9, alle Komponentenpaare j, k e { 1,2,3,4> mit i * k und alle
h1,h.eN sind die Erreichbarkeitsmengen in den jeweiligen Regionen
Ht'r - {x e N" I x,3 h, a x. 3 h.} auf Schaltpfaden aus diesen Regionen, für
alle Anfangsmengen Moescm(Hr't; st€tS semilinear und effektiv bere-
chenbar. Es gilt also für alle ;, ke{1,2,3,4}, j * kund lrr,h. e N:

v M0 € s em(H t'*): x,lf ''',( M) e se m(H'' * 
) .

Bewels: Da die Stellen srund s*nicht gröfor werden könnene als entsprechend ht und
h*, können sie laut Korollar 3.7 durch kontrollierende Zustönde ,,wegsimuliert" werden.
Unsere Behauptung folgt dann aus dem Lemma 5.1. lI

Wichtig an dieser Aussage ist der allgemeine Quantor, der dahinter steckt. Die Wahl
der Konstanten h,und hrist nömlich völlig beliebig. Das im nachstehenden Lemma fest-
gehaltene Resultat gilt dagegen nur bei geeigneter Wahl der entsprechenden Konstanten.

Lemma 5.10. Für alle (gewöhnliche) Yektor-Ersetzungssysteme '/o und alle Kompo-
nenten i e { I , .., n} gibt es eine effektiv berechenbarero Konstante
h'= {hi, .. , hl} mit trl = o, sodaß gilt Es gibt effektiv berechenbare und
semilineare Mengen, die die Erreichbarkeitsmengen des '/o in den jewei-
ligen Regionen I/'- {x e N' I x > h'} auf Schaltpfaden aus diesen Regionen
gänzlich enthalten, die ihrerseits aber Teilmengen der Erreichbarkeits-
mengen von '/o sind. Formal heißt das für die jeweiligen Regionen:

3 Li e sem(F/'): fr|fi" (Mo) E LtEßyo(Mo) für alle Moe sen(H').

Bemerkung: Zwar ist diese Aussage sogar dimensionsunabhöngig - in anderer Hinsicht ist
sie jedoch deutlich schwöcher, als das Lemma 5.9. Das hängt zum einen mit dem spezi-
fischen Quantor zusammen ( 3h' ), zum anderen erhalten wir nicht die Erreichbarkeitsmenge
selbst, sondern deren semilineare Obermenge. Wichtig ist aber, daß diese ,,Einhüllende" in
der gesamten Erreichbarkeitsmenge des't/' enthalten ist, was unser Beweis ebenfalls belegt.

9 Damit meinen wir $lbgtverständlich die Projettionen der Erreichborkeitsmengen auf die jeweiligen Stellen, die
in diesem Falle beschränkt tind.

10 Die Berechenbarleit der r,elevanten Konrtanten und Encichbarheitrmengen bfu hin lu der geruchten Erreich-
barkeitrmenge von '/ roll volldändiglcitshtlbcr fertgehalüen rcrden. In der Tat markiert unrer Bcweir cinen
(wenn auch nicht rchr ru empfehlenden) Algorithmur lur Berechnung dieaer Menge, obwohl die Berechenbarkeit
auc der Semilinearität sofort folgt.
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Beweis: Zunöchst beobachten wir, daS die Testvektoren in Vektor-Ersetzungssystemen nur
hinreichend nahe an den entsprechenden Gitterachsen von Bedeutung sind. Für die öqui-
valenten Petri-Netze heißt es, daß die kontrollierenden Stellen u.U. keine Transitionen
effektiv kontrollieren. Sei g=(gr,..,9")eN'zri/ 97-max{((s't) lteTzt(t,sr)>o) lür
alle j €{1,..,n). Im Teilgitter G={x eN'lx2g} verhält sich jedes Yektor-Ersetzungs-
system l" wie ein Vektor-Additionssystem t!o, d,h. wir können für alle Transitionen teT
die lolgende Modifikation hinsichtlich aller Stellen s,eS vornehmen, ohne das Verhalten
und insbesondere die Erreichbarkeitsmengen von'l^ (in dem oben spezifizierten Teilgitter)
zu veröndern:

t'(sr,t)- O n 6'(t,s1) - tQ,sl)- ((s1, t) falls ((t,sr)) ((sr,t),

1' 1t, s1) : o r t' (si, t) - t(sr, l) - t(t, s t) falls ((t, sr) S ((sr, l).

Das so konstruierte Petri-Netz genügt offensichtlich (PN*), ist also ein (gewöhnliches)
Vektor-Additionssystem. Deshalb können wir sicherlich die folgende Aussage machen:

Lemma 5.10.1. Für jedes gewöhnliche Vektor-Ersetzungssystem 'VR existiert ein
Vektor-Additionssystem Zlo (ebenfalls ohne inhibitor-Kanten) und eine
effektiv berechenbare Konstante g: {g,,..,go}, sodaß im Teilgitter
e = {x e N' I x > g} die Aquivalenz 'V" - U"besteht. Insbesondere gilt:

ßlf,.' (Mo) = ßtt"'(Mo) für alle M o E G .

In hinreichend kleinen Dimensionen kann aus dieser Äquivalenz die Semilinearität
der Erreichbarkeitsmengen in G gefolgert werden, was für den hier betrachteten vierdi-
mensionalen Raum vorerst vielversprechend erscheinen mag. Dennoch geht diese Qualitöt
der Aussage im Laaf e der weiteren Überlegungen verloren. Wir erhalten lediglich - ähnlich,
wie im Lemma 4.6 - ,,legale" Überdeckungen (Einhüllende) der relevanten Mengen, und
deshalb wollen wir von Anfang an mit solchen Stukturen arbeiten.Wir überlegen uns daher
die Konsequenzen in beliebig grofun Röumen und streben eine dimensionsunabhängige
Aussage an.

Korollar 5.10.2. Seien'l/o und tlowie im Lemma 5.10 In Abhängigkeit von ngilt:

für n S 5 : V Ms e scm(G): XfG.l(Mo) e sem(G),

für n>5: 3G'C G Y Moesem(G') SLesem(G'):

rfc"'t1rtto; g z c rfc"l(Mo) .

Beweis: Der Austritt aus G, bzw. G'kann z.B. durch zusötzliche Stellen mit entsprechenden

Anfangsmarkierungen verhindert werden. Allerdings, um dimensionsbezogene Aussagen

machen zu können, benötigen wir eine bessere Lösung. Of fensichtlich gilt:

u
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frlc"I(Mo) - *o^(Ms- g)+ g falls Mog G,

wobei y + g als Translation zu verstehen ist. Damit bringen wir die gewünschte Simulation
ohne zuslitzliche Stellen zustande. Die Lemmata 5.10.1 und 5.2 tansitiv genommen,liefern
dann sofort die Behauptung für n<5. Für n>S erhalten wir allerdings ein deutlich
schwächeres Ergebnis. Die Äquivalenz'V"-tloaus dem Lemma 5.10.1 legt die Einbettung
vom Lemma 4.6 in das Teilgitter G'nahe, woraus ein G'EGresultiert, in dem die Er-
reichbarkeitsmenge des l' semilinear eingehüllt werden kann (diese Einhüllende enthält
ausschlie$lich Pmkte, die auf Schaltpfaden aus G erreichbar sind, d.h. nur Pmkte aus der
Erreichbarkeitsmenge von l"). Sei also G'= {x e No lx.) s'1. für ein g'>- g im Sinne dieser
Einbettung.rt Zusammenf assend erhalten wir :

gL

Lenma, 5.10,7/5,70.,2

(Xzr.., Xo)

Abb. 72

11 Laut Lemrna 4.6 mllruen lediglich beliebige n-2 Komponenten von 9'hinrcichend groß rcin gegcnltber g. In-
tereraanterweire gibt c! togar cinc lincarc Einhtlllcndc dcr bctrachtcten Errcichbarkeitrmengc - voraurgeaetlt,
daß beliebige z- I Komponenten von g entrprcchend modifrdert rsrden, Siehe dalu [10].
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f G' EG Y Mo € sem(G')l L e sem(G')z

ntt"'' (Mo) 
t' ro' I 

ß!?'r(Mo)
4.6 4.6
c L E

6r

Rl?,(Mi = ßtt"t(Mo). n

Es ist wohl kaum zu erwarten, dafi dieses Resultat bereits ausreicht, um zusammen

mit dem Lemma 5.9 den SchluS anf die dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenze ge-
wöhnlicher Yektor-Ersetzungssysteme zu ermöglichen. Wir beobachten, da$ - unabhängig
von derWahl der Konstantenhtund hkaus dem Lemma 5.9 - auch für n-4stets

gilt, weil ja Punkte mit nur einer hinreichend kleinen Komponente von dieser Vereinigung
nicht erfasst werden. Aus diesem Grund betrachten wir etwas ,,gröfure" Teilgitter, nämlieh:

G, = {xeNo I xr2S i, j * i}>_G' für alle ie{1,..,n}.

(Diese ,,Sdulen" können jeweils als disjunkte Vereinigungen G'vG" = c' angesehen werden,
mit c" = e'\G'). Seien x,y eG'. Wir analysieren Schaltpfade zwischen den beiden Punkten
aus den Regionen Gt für ein gegebenes i. Nehmen wir an, daß die Stelle s,keine Transition
kontrolliert. Damit könnten wir das vorherige Korollar für dieses e' formulieren, was der
zu beweisenden Aussage aus dem Lemma 5.10 (aber nur für dieses Gt) gleichkäme. Es wlire
janur Ht=Gtzu setzen. Ansonsten würden Schaltplade zwischen x und y i.a, gegen die
Schaltregel für l" verstofon, sollten sie das Teilgitter G" ,,betreten", d.h. Punkte von dort
beinhalten. Solche Schaltpfade wören aber mit Sicherheit zulässig (oder genauer: die
Schaltfolgen, auf die sie zurückgehen) hinsichtlich aller Stellen s * sr. Die Legalitdt dieser
Schaltpfade hinsichtlich s,versuchen wir durch geeignete Permutation der entsprechenden

Schaltfolgen herzustellen. Olfensichtlich erreichen wir stets die gleichen Endpunkte auf
permutierten Schaltpfaden - von deren Zulössigkeit einmal abgesehen. Bis zum Ende dieses

Beweises sei v eine für tl" zulössige Schaltfolge mit x +" y.

Lemma 5.10.3. Jede Schaltfolge v kann unabhängig von x und / so permutiert werden,
daß sie hinsichtlich s, zulässig wird.

Beweis: Die Schaltfolge v zerlegen wir in zwei Teile: v', bestehend ausschließlich aus

Transitionen mit 17t , s,) ) ((s,, t1 und v- mit allen anderen Transitionen. Wir lassen zuerst

alle Transitionen atts rt' feuern. n

Durch diese simple Permutation haben wir den Eintritt in das Teilgitter G" zwar

verhindert - den Austritt aus G' aber in Kauf nehmen müssen. Die Zulössigkeit der hier

betrachteten Schaltlolgen bezüglich s.tangiert diese u.U. bezüglich aller anderen Stellen,

was nicht gerade auf ein sehr wertvolles Resultat hinzudeuten scheint. Nichtsdestotrotz ist
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es unschwer zu erkennen, daß man in einigen Föllen Erfolg haben wird mit dieser Per-
mutation. Sicherlich wird es von dem Peni-Netz selbst und der betrachteten Schaltfolge
abhängen - aber auch davon, wie weit die Pmkte x tmd y von g entfernt sind. Weiter wird
man diese Permutation wohl dahingehend variieren können, da$ der Austritt aus Gt entweder
verhindert oder zumindest begrenzt wird, im Sinne der Entfernung von G'. Entscheidend
in diesem Zusammenhang ist die Frage, ob für jedes Petri-Netz eine solche Konstruktion
möglich sein wird. Mit anderen Worten: gibt es eine Konstante h' = {h'r, ..,ht"} mit hj> s'l
für j * i, soda$ jeder v-Schaltpfad zwischen x tnd y aus H'= {z e G' l z> h'} mf zulässige
Form permutiert werden kann ? Dieser Schaltpfad dürfte dann H' zwar verlassen - nicht
aber G'. Diese Frage wollen wir in den nachfolgenden Überlegungen kldren.

Lemmn 5.IO.3

vq dq Permüqflorr
noch dq Permutatlon

gr

€

(Xz).., Xo)

Abb. 13

Zur Erinnerung: G'ist die Menge
Gitterachsen ( im

von Punkten, die hinreichend weit entfernt sind von allen
Sinne des Korollars 5 .10.2 ).
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Lemma 5.10-4- Fär alle (gewöhnlichen) Vektor-Ersetzungssysteme 'tl'und alle Kompo-
nenten ie{I,..,n} gibt es eine Konstante lrreN',h!=o, sodaß alle
v-Schaltpfade (zulässig für ZJ") zwischen x und y aus I/r= {zl z > hr} auf
Schaltpfade aus c'permutiert werden können.

xL

,/
\\

G.

A Lernmn, 5.7O.4

7

H,x

d' H,,

gr

(X2).., Xo)

Abb. 14

Beweis: Zunlichst bringen wir v auf die Form v'v-, vtie im Lemma 5.10.3 bereits durch-
exerziert. Unser ZieI ist es, Teile dieser Schaltfolgen abwechselnd so umzusetzen, daS der
daraus resultierende Schaltpfad einerseits in die Region G" überhaupt nicht eindringt, sich

aber anderseits möglichst wenig von Gt entfernt. Letzteres bedarf einer Prözisierung. Die
Zahl

ö"-max{ztl I s jsn, j*i für alle z auf dem Schaltpfad v}
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bezeichnen wir als dessen Entfernung von 6t Das Problem besteht darin, diese Entfernung
für alle v und unabhlingig von x und y einzuschribtken. Dann brauchen wir nur noch G'um
ö" weiter weg von den Gitterachsen zu wöhlen, um die Zulössigkeit der hier relevanten
Shaltfolgen zu erreichen.

Dazu betrachten wir den Grenzfall x-y-g (die Verallgemeinerung auf x,y mit
x > g , y 2 g ist dann trivial ). Sollte für alle Transitionen, die y' zuzuordnen sind ( d.h. nicht
nur diejenigen, die in der betrachteten Schaltfolge vorkommen), tQ,sr)2((sr,t)für alle
s,eS gelten, dann könnten wir v'rt- feuern lassen, was auf ö"-O für solche Petri-Netze
hinauslaufen würde. Von diesem Spezialfall abgesehen, kommen wir jedoch nicht umhin,
c' = {z e No I z e Gt} zu betreten. Betrachten wir eine Trutsition t', die in y' vorkommt. Da
ein Schaltpfad mit der hier vorausgesetzten Eigenschaft (d.h. mit lYiedereintitt ins H')
möglich ist, muS es eine Transition oder eine Schaltfolge { mit Transitionen aus { in y-
geben, soda$ der Schaltpfad t*{ einen Endpunkt aus Gt trifft. Und weil es nur endlich
viele Transitionen Sibt, Sibt es auch nur endlich viele r-, die dieses bewirken. Leider kann
dieser Schaltpfad in die Region G" eindringen, was wir unbedingt vermeiden wollten. Wenn
aber zuerst noch weitere Transitionen aus v' feuern und anschliefund die dazugehörigen
Schaltfolgen r-, dann liegt der Endpunkt u.U. in Gt. Damit der hier betrachtete v-Pfad
möglich sein kann, kann es nur endlich lange und lolslich endlich viele Schaltfolgen mit
Transitionen anrs tt' geben, die unbedingt feuern müssen, damit die dazugehörigen r- den
Schaltpfad wieder ins Gt führen können. Daraus können wir aber 6" sicherlich berechnen,
weil es nur endlich viele Kantenvielfachheiten gibt. u

Obige Überlegung hat den Beweis dafür erbracht, daß die Entfernung von Ht bei
der angestrebten Permutation beschränkt ist, d.h. es gibt ein öeN mit ö-ö9"", das den
gesetzten Anforderungen genügt. Sei h'= {äi, .. ,h'"} mit hr= S t+ 6, j * t. Die etwas schmöler
gewordene Säule Ht betrachten wir hier analog zu Gt als disjunkte Vereinigung H'vH".
Das vorherige Lemma belegt:

V Mo € sem(H') ) L e sem(H'):

(ßy" (Mo) n H') E ß 
"o(M 

o).

Wir müssen nur noch klören, ob die Eneichbarkeitsmenge in H" = H'\H' ebenfalls, wenn
nicht direkt berechnet, dann wenigstens ,,legal", d.h. durch eine semilineare Teilmenge der
gesamten Erreichbarkeitsmenge eingehüllt werden kann. Nehmen wir an, da$ die Stelle
s,eS nur eine Transition t'eT kontrolliert. Wir betrachten das Petri-Netz qr ohne diese
Transition ('l/"\{t') ), in dem trivialerweise keine Transition innerhalb von Ht kontrolliert
wird. Wegen der of fensichtlichen Inklusion

(*f 'r(Mo)n H')' ä 'r ''ä '(*igtGao)n H')' ä''

fryo\tr,l(') E fr r,o(')
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sowie der Äquivalenz I o - tl" in H t können wir sicherlich schreiben:

für atte Moe H'. Da wir aber weder *f1't1.)nH'noch *!{'tt.) direkt berechnen können,
dürfen wir lediglich folgern:

Y Moe sen(H') J L e sem(Ht)z

rXH'r{,vro) s r c (r!{,tMo; n a')''ä'' 
1 
*"^{to) n ä') s r".(M o).

Sicherlich ist die Fixierung der Anfangsmenge als Teilmenge von H'keine we-
sentliche Einschränkung der Allgemeinheit. Denn, falls die Anfangsmenge gänzlich in H"
liegt, brauchen wir nur die (semilineare) Einhüllende von

*tf^'r{u)nn'

lür Mo einzusetzen. and sollte Mo die beiden Regionen überlappen, dann behandeln wir
MonH'und MonH" dementsprechend. Damit erhalten wir die Erreichbarkeitsmenge des l;
in Ht(im mehrfach genannten Sinne), allerdings vorerst nur unter derVoraassetzung, dafi
die Stelle s j nur eine Transition kontrolliert. Nehmen wir aber an, dafi wir das gleiche
Resultat errechnen können, wenn diese Stelle n Transitionen kontrolliert. Die Erreichbar-
keitsmenge in H'kennen ohnehin und die in H" könnten wir - law Voraussetzung - unter
Ausschlufi einer weiteren, durch srkontrollierten Transition t**1, berechnen. Yon Belang
wöre nur noch, wo die Anfangsmenge liegt, was wir aber zuletzt durch Fallwtterscheidung
gemeistert haben.

Die Behauptung aus dem Lemma 5.10 folgt daher induktiv nach der Anzahl der
durch s tkontrollierten Transitionen, wobei wir vollständigkeitshalber festhalten wollen, da$
unsere Überlegung einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von L markiert n

Damit haben wir das um eine Komponente abgeschwtichte Pendant zum Lemma 4.6

für gewöhnliche Vektor-Ersetzungssysteme bewiesen. Die Frage, ob unsere Beweisführung
auf zwei Stellen (wie im Lemma 4.6) verallgemeinert werden kann, ist jedoch zu verneinen.
Nehmen wir z.B. das Petri-Netz ails Abb.2 und das Komponentenpaar (4,5), so stellen wir
f est, daS die Stellen s *und sreinerseits bestimmte Transitionen kontollieren und anderseits
komplementör geschaltet sind. Eine solche Situation kann bei gewöhnlichen Vektor-
Additionssystemen nicht eintreten, was die Aussage aus Lemma 4.6 verstöndlich erscheinen
löSt. In unserem Fall können wir keine vergleichbaren Resultate gewinnen - etwa in

( n S' 
t t,u o ) n a') - (xt;Jr ( n fl'r t ru o ) n a') n a")- ( r !{'r ( r fT' 

t l u oy n') n n')
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{reNsf x>a} für ein a-Gtr,..,cs} mit a.-cs- O. Gerade daraus resultiert die Ver-
schiebung der Semilinearitötsgrenze. Aus Lemma 4.6 md 5.9 (für Vektor-Addi-
tionssysteme) wurde in II0J die Semilinearitlitsgrenze n'=Shergeleitet. Da das Lemma
5.9 uneingeschrönkt gilt (u.U. awh bei mehreren inhibitor-Kanten, wie das Theorem 5.5

lehrt), kann nur eine abgeschwächte Form von 4.6 gelten.

Diese Vorgehensweise ist im Hinblick auf die hier nicht geklärten Semilineari-
tötsgrenzen sehr zu empfehlen. Nehmen wir z.B. Vektor-Additionssysteme mit genau einer
inhibitor-Kante und ohne kontrollierende Zustltnde. Das Lemma 5.9 gilt wegen Theorem
5.4. Zu zeigen bleibt nur noch Lemma 4.6 lür diese Variante (ein guter Einstieg ist der
Satz über schwach-monotone inhibitor-Transitionen, $7). Das Zusammenfügen beider
Resultate kann wie in I I0] verlaufen. Anders sieht es aus, u)enn eine weitere inhibitor-Kante
hinzukommt. Beide Teillösungen verlieren dann ihre Gültigkeit. Auf diese Fragen kommen
wir noch zurück (56).

Im weiteren Verlauf unserer Überlegungen bedienen wir uns der in II|J ange-
wandten Beweistechnik - selbstverstöndlich in etwas abgeütderter Form, weil die Aus-
g ang sbedingungen anders sind.

Das Lemma 5.10 liefert zwar ein interessantes, dimensionsunabhängiges Resultat
- ist aber im Hinblick aul die zu beweisende Aussage nur im vierdimensionalen Gitter von

Bedeutung. Deshalb gehen wir von der (etwas bedingten) Semilinearitdt und Berechenbarkeit
der Petri-Netz-Emeichbarkeitsmengen in folgenden Regionen in N{ azs.'

Hr'kENa für alle j,ke {1,2,3,4}, j*k (Lemma 5.9),

f/'EN4 lür alle ie{1,2,3,4) (Lemma 5.10).

Im zweiten Teil des ,divide'& conquer"-Verfahrens kombinieren wir diese Teillösungen zu
einer globalen Lösung, ndmlich im gesamten N4. Seien:

pl't: U gt Und gr"r - U Ht...
tsJS{ | Sr. tsa

lrl

Das Lemma 5.9 gilt lür alle ht,hreN und deshalb können wir durch geeignete Wahl dieser
Konstanten dafür sorgen, dafi die (nichtdisjukte) Vereinigung von Hr'r und Ht"r bereits Na
ergibt. Betrachten wir weiter den Durchschnitt gt'rngr't für j*k* I,* j. Dieses Gitter
besteht of fensichtlich aus endlich yielen eindimensionalen Gittern h", die parallel zuein-
ander und zu einer Gitterachse liegen. Gleiches gilt sicherlich für:

P= u (Hl'*nH*''),
I S/, &, t34
i*k*t*J
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Es ist klar, da$ dieser Sachverhalt von essentieller Bedeutung für uns ist (denken wir doch
an das Lemma 4.1). Nicht ganz unproblematisch ist jedoch die Frage, wann ein Schaltpfad
eine ,,Linie" llr. D durchkreuzt. Deshalb brauchen wir eine etwas andere Menge, nämlich:

D: tx e Nt lx +'y, t eT, x € gt'l ,! e H*'', gt'l * H*'t),

für die sicherlich ebenfalls gilt:

D: h,für ein m€N. (Es ist DED).

Bemerkung: Die nachfolgende Abbildwg zeigt diese "Linien" im dreidimensionalen Raum,

wobei klar ist, daß in diesem Raum die Semilinearitöt sofort folgt, falls sie hinreichend

weit von allen Achsen gegeben ist. Zum SchluS dieses Kapitels kommen wir noch darauf
zurück (Lemma 5.15) und attestieren eine weitere, dimensionsbezogene Semilinearitäts-
grenze.

tn

U
t- I
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ALGORITHMUS A3

input (Mo,9,{Ht'*,Htll s j,k<4}) i

begin

1) letset(root)-Moi tag(root):openi /*
2) on pick leal: tag(leaf): open; if not eristsgo e

/* M o e se-(N n), V-ein gewöhnliches

Yektor- Erset zungssysle m der Dimension
n - 4, sowie die zuvor f ixierte Auf teilung
von N 4. */

/* Die Grundstruktur fst ein direkter, azyklischer Graph (Baum).
Jeder Knoten beinhaltet eine Menge set(') c N{ md eine Mar-
kierung tag(') e {open, closed.) , sowie Verweise auf den Vor-
gänger und den (die) Nachfolger. */

3)

4)

5)

6)

7)

t)

e)

10)

11)

L2)

r3)

14)

15)

16)

tz) end ;18) go on ;

le) e output (L= u set(teaf));

end.

if set(Ieal)S Ht'k
begin

tet M - set (Ieal)u ß1f'' 
"(set 

(lea/)) ;

end ;
if set(leaf)En'

let M - Mvshif t( M); /* shif t( M) = tx
for each (f .{I,2,3,4>) do

create succ ;

nexl
let leaf + succ, set(succ) = Mn H',tag(succ) : open ;

l* succ wird direkter Nachfolger von teaf *l

root hat keine Vorgönger * /
; /* lea f hat keine

Nachf olger * /
/* j,k€{1,2,3,4), j*k */

/* Lemma 5.9 * /
ly+'x,yeM,teT\ */

/* L:2frl(Mr) */

/* l€{1,2,3,4>*/
begin

if Sancestor(leol)cIl' let tag(lecl) -closed; go on;
/* gemeint ist ein nicht mbedingt direkter Vorgönger */
let M= set(teaf)uZ'; /* L'> n[/'tlsetlleqf)), Lemma S.I0 */
let M= Mushift(M);
for each ( /, k e {l ,2,3,4), I * t) do

create succ;
nexl

let leal + succ,set(succ) = MnHt'r, tag(succ) = open
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Ein Schaltpfad, der von einemGitter H''t direkt in ein effektiv anderes Gitter Hk''
hineintätft, enthölt of fenbar einen Punkt aus D. Erfotgt dieser Übertritt nur indirekt, d.h.
auf dem Umweg über H.'r, dann ist dies nicht mehr zwingend. Über Schaltpfade mit einem

Punkt ants h"eÜ''t tnd mit dem unmittelbar nllchsten Punkt aus einer effektiv anderen

Region Hk't sagen wir, da$ sie lt"(wd damit auch O) durchkreuzen. Nennen wir solche

Schaltpfade F-Pfade - im Gegensatz zu a-Pfaden, die D überhaupt nicht durchkreuzen.
Die zu beweisende Behaaptmg (Theorem 5.14) lolst induktiv nach m, der Anzahl der ft,,
aus denen sich die Menge D zusammensetzt. Der Induktionsschluß ist allerdings nur unter

der Voraussetzung möglich (dann aber auch trivial), wenn die ,,einhüllende Semilinearitdt"

für atte B- Pfade gezeigt werden kann, d.h. Schaltpfade, die u.a. alle Linien aus

D durchkreuzen. Auch hier gehen wir den induktiven l(eg, nämlich nach p: o 3 p3m, der
Anzahl der durchF-Plade durchkreuzten Linienh"eD.Insofern sind das zwei ineinander

verkeilte Induktionen. Wir beginnen mit F - o, den q- Pfaden also. ( Die im nachfolgenden

Algorithmus errechnete Menge kann natürlich auch Pmkte enthalten, die auf B- Pfaden

erreichbar sind. Dieser Sachverhalt geht aaf das Lemma 5.10 zurück, das Schaltpfade aus

dem Teilgitter Gt und nicht ausschließlich aus Ht zulößt.)

Lemma 5.11. Der Algorithmus -tt3 berechnet (stets in endlicher Zeit) eine Menge aus

sarz ( N { ) für alle (gewöhnliche) Yektor-Ersetzungssysteme der Dimension
n-4 und alle Anfangsmengen Mqe sern(N4;. Diese Menge enthält alle

auf cr-Pfaden erreichbaren Punkte aus Na, anderseits aber nur Punkte

aus der Erreichbarkeitsmenge von /.

Bewcis: Als erstes beobachten wir, dafi alle Knoten in dem erzeugten Baum ausschliefilich
Mengen enthalten, die gönztich entweder in einem Teilgitter Ht oder in Ht'r enthalten sind.

Wir können wir o.B.d.A. annehmen, da$ auch die Anfangsmenge Moin einer solchen Region

liegt. Da in den Zeilen ey und ß) auch nur Mengen mit dieser Eigenschaft hinzukommen,

folgt unsere Behauptung induktiv nach der Lhtge des (Baum-) Pfades. Die gleiche In'
duktion zeigt darüberhinaus, dafi diese Mengen stets semilinear sind, denn in Zeile r') haben

wir eine semilineare Anf angsmenge ( Induktionsanf ang ), in Zeilen 6) und r8\ vereinigen wir
eine (taat Induktionsvoraussetzung) semilineare Menge mit stets semilinearen Mengen

(entsprechend Lemma 5.9 und 5.10) md darüberhinaus ist die Semilinearität invariant unter

den in den Zeilen 6),t),14),16) vorgenommenen Operationen. Ferner ist der Baum stets endlich,
weit ag jedem Plad ein Blatt mit set(teaf) c H'nicht unendlich olt aaftarchen kann (ein

solcher Plad wird in Zeile 12) ,,geschlossen") und Blätter mit set(Iea!)Ent'* zwischen

Blöttern vom Typ Ht liegen müssen. Folglich wird in Zeile rs) eine endliche Vereinigung
von semilinearen Mengen ausgegeben. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß diese Menge alle
mf a- Pfaden erreichbaren Pmkte enthhU. Dazu betrachten wir einen solchen Schaltplad
mit zwei aufeinanderfolgenden Punkten x1tx1.1und x,eset(teal) lür ein Blatt aus dem

errechneten Baum. Nehmen wir an, daß für dieses Blatt tag(lea!)- closed gilt, Dann gilt
sicherlich set(leol) 9H'für ein ie{I,2,3,4>und es gibt einenVorgänger leat'von leaf
in diesem Baum mit set(lea!') aas der gleichen Region und tag(Ieal')=open. Sei

xl e set( lea!')mit x1.rer' *,. Dann gilt aber x7e set(leo !') und deshalb nehmen wir
einlach an: tag(teaf)-open. Liegt x1,tin der gleichen Region, wie x,, dann gilt of-
fensichtlich x 1.1 Gset(teaf). Andernlalls gilt entweder
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x i,r e (set (Ieaf )vshif t(set (Ieaf)))nH' oder

x t*r e (set (leaf)ushif t(set (Ieal)))nFl t't .

Die Söhne von leaf beinhalten aber beide Mengen, was den Induktionsschritt nach der
Länge des betrachteten q- Pfades liefert. II

Die Induktionsvoraussetzung bezieht sich primör auf Schaltplade, die höchstens p < mLinien
aus D durchkreuzen. Der Algorithmus, dessen Existenz vorausgesetzt werden soll, trifft
dennoch auch andere Punkte und zwu nach wie vor aat dem Grund, daß wir nicht die
Erreichbarkeitsmengen selbst, sondern deren Überdeckungen berechnen können. Deshalb
mu$ unsere Induktionsvor aus set zung I auten :

Induktionsvoraussetzung: (5.12) Die Erreichbarkeitsmengen der vierdimensionalen und
gewöhnlichen Vektor-Ersetzungssysteme auf Schaltpfaden, die höchstens p Linien ( n)
aus D durchkreuzen, können immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen
von erreichbaren Punkten eingehällt werden. E

Lemma 5.13. Unter der Voraussetzung 5.12 gilt Die Erreichbarkeitsmengen der
vierdimensionalen und gewöhnlichen vektor-Ersetzungssysteme auf
Schaltpfaden, die höchstens lr + t Linien aus D durchkreuzen, können
immer durch semilineare und effektiv berechenbare Mengen eingehüllt
werden.

Beweis: DaS diese Mengen vorerst nicht direkt berechnet werden, sollte uns nicht weiter
stören. Spätestens bei p-mist dieser Sachverhalt belanglos. Ferner wissen wir, dafi der
Algorithmus ng keine Punkte fief fen kann, die in dem gegebenen Yektor-Ersetzungssystem
nicht erreichbar wären (die operationen *""t,ß""''1 shift treffen nur einwandfrei er-
reichbare Punkte). Auch diese Behauptung wird also aus diesem Induktionsschritt folgen.
Die Induktion nach rnist dann trivial und zusammen mit dem spezialfatt v- m erhalten
wir die im Theorem 5.14 auf gestellte Behauptung. SeienDr = {h t, .. , [r] und Dr't - Du u{äo}
mit paarweise verschiedenen Elementen ft,. Die Linie ho (wie alle anderen auch) ist ein
wohlgeordnetes, eindimensionales Gitter, das laut Lemma 4.1 nur endlich viele Linear-
komponenten enthalten kann. Eine abwechselnde Anwendung von (5.12), was semilineare
Mengen liefert, sowie Translationen (shift ), die das Durchkreuzen von ho simulieren,
kommt deshalb in endlicher Zeit zum Stillstand und liefert eine semilineare Menge. tr

Theorem 5.14. Semilinearitätsgrenze für gewöhnliche
ohne kontrollierende Zustände beträgt

frr(M) escrt(N{) für alle Moesern(N4).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar.

Die dimensionsbezogene
Vektor - Ersetzungssysteme
n* = 4. Es gilt:

u
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(Jnsere Beweisführtng liefert nahezu automatisch noch ein weiteres Resultat,

nämlich die Semilinearitöt der Erreichbarkeitsmengen von dreidimensionalen Petri'Netzen
ohne kontrollierende Zustände, allerdings (wegen Theorem 5.7) mit höchstens einer

inhibitor-Stelte. Offensichtlich sind sowohl inhibitor-Kanten, als auch kontrollierende

Stellen in H={xeN3lx2a} für ein ceN3 ohne Bedeutung und es besteht folslich
Äquivalenz zu einem dreidimensionalen Vektor-Additionssystem in dieser Region. Das

wiederum ist gleichbedeutend mit der Semilinearitöt der Erreichbarkeitsmengen in H
(gerade das ist nicht mehr zutreffend, wenn noch zusätzlich kontrollierende Zustönde

vorhanden sind) und zusammen mit dem Lemma 5.9, das durch nur eine inhibitor-Stelle
of fensichtlich nicht tangiert wird, erhalten wir wieder unsere Teillösungen in

Hr= txe Ntlx,Sai) für I <iS3, sowie in H,

für die sicherlich gilt ( bei geeigneter Wahl von a, ):

HrvgzvHsvH=N3

Diese Resultate können wir sicherlich genauso verwenden, wie im letzten Beweis (die letzte
Abbildws zeigt exakt die Menge D fir N3/. Deshalb:

Lemma 5.15. Fär Petri-Netze ohne kontrollierende Zustände mit höchstens einer
inhibitor-stelle gilfi n'2 3 lr

Dieses Lemma verschärft zwar etwas unsere Aussagen über Yektor-Additions-
systeme mit inhibitor-Vektoren - liefert jedoch keine exakten Semilinearitötsgrenzen (auf
diese Fragen kommen wir im letzten Kapitel ( $7 ) zurirck). Für Vektor-Ersetzungssysteme

silt jedoch wegen Lemma 4.4 mehr:

Theorem 5.16. Die dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenze für Vektor-Ersetzungs-
systeme mit genau einem inhibitor-Vektor und ohne kontrollierende
Zustände (auch fär Petri-Netze mit beliebig vielen inhibitor-Kanten,
aber mit nur einer inhibitor-stelle) beträgt n'= 3. Es gilt

frr,(Mo) e se a(N3) für alle M6 e sezr(N3).

Diese Erreichbarkeitsmengen sind effektiv berechenbar. u
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Im vorangegangenen Paragraphen haben wir u.a. die Auswirktngen von inhibitor-
Kanten auf dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenzen studiert - mit dem etv,as überra-
schenden Ergebnis, daff kontrollierende Zustfutde in dieser Hinsicht wirkungsvoller sind.
Dennoch sind die inhibitor-Kanten ein Mittel, das qualitativ mehr ermöglicht, als nur das
Basismodell. Das belegt z.B. die Unentscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems, kann
aber auch im Zusammenhang mit der Simulation von Berechnwtgsvorgängen beobachtet
werden. Wir beginnen mit einer partiellen Yorstellung des durch Rabin angedachten Kon-
ze ptes der W P NC - Berechenbarkeit.

Definition 6.1. Sei I ein Petri-Netz mit einer Stellenmenge, die aus folgenden, paarweise
dis jmkten Teilmengen besteht :

S - {o}uts}uXuR mit X - {xr,.., xo}, R - {r,,.., rt}.

Ferner gelte lür alle Transitionen teT ((o,t)-Ound tG,x)-O für alle x,eX, sowie

t(t, s) 2 t(s, t). I mit einer Initialmarkierung mÄR) - (mr(r r ), .. , rn1(r. )) ist ein schwa-
cher Petri-Netz-Computer für eine Funktion ! : D + N mit D gN" ( kurz: ein m,(R) - W 

"NCfür I ), wenn für alle Anfangsmarkierungen mo(S) eN*+r+zmü mo(R) - mr(R), rns(s) : l,
mo(o) - Ound mo(X) e D gilt:

{[rr(me(S))]l.t"r-o] ü o - {o,1,..,/(rno(X))}.

Existiert ein m,(R)-'Jl?NC für eine Funktion f , dann ist diese Funktion WPNC-
berechenbar.

Die Stelle s ist eine Art ,,Handbremse" tnd kontrolliert meistens alle Transitionen.
Wird sie mit einem Token belegt, so kann der Berechnungsvorgang beginnen. Es mu$ na-
türlich für die entsprechende Initialmarkierung der inneren Stellen, sowie eine Input-
Markierung gesorgt sein. Die Ausgabestelle o darf nicht gröfur werden als l(x). Anderseits
mufi m(o)- f (x)mbedingt erreichbar sein.

Wir wenden uns den ersten Beispielen zu. Besonders einfach ist der Addierer
('rlP{c 7), der keine inneren Stellen besitzt. Der Multiplizierer ('rlP{c 2) dagegen

benötigt vier solche Stellen und unbedingt eine bestimmte Initialmarkierung (hier:
mr(R)-(l,O,O,O) ). Die Korrektheitsbeweise überlassen wir dem Leser mit dem Verweis
aul [18],[27].
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VI"NC 1 .f:N2-r N, f(xr,xz)= xr+ xz

*I"NC 2 /:N2-rN, f(xr, xz)= )ct. x2
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Die WPNC-Berechenbarkeit der Addition md Multiplikation lielert sofort einen
Petri-Netz-Computer für Polynome, d.h. / : N -r N , -f (x) = x" für ein a eN. Eine mögliche
(wenn auch nicht die kompakteste) Konstruktion ist die a-fache Kaskade von Multiplizierern
('rl?Nc 3 ). Die Eingabe wird auf Stellen kopiert, die jeweils den zweiten Operanden für
entsprechende Sektionen liefern. Die erste Sektion multipliziert die Eingabe mit sich selbst
und liefert den ersten Operanden an die zweite Sektion. Diese wiederum multipliziert
(höchstens) xz mit x, ttsw.

sc

*!?NC 3 / : N + N, f(x) = xo,a € N

Durch geeignete Kombination der bisher diskutierten Gebilde können sogar Polynome
berechnet werden. Eine kompaktere Konstruktion findet der Leser in [18J.

Um den Zusammenhang zwischen nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen und
der WPNC-Berechenbarkeit hinreichend schwieriger Funktionen zu beleuchten, berechnen
wir die Exponentialfunktion /:N-rN,J(x)=a' für ein rreN (im Beispiel zur Basis 2),
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mit Hilfe des Petri-Netzes aus A66.2. Laut
Lemma 4.4, zusammen mit den Erkennt-
nissen aus dem $3 ( gegenseitige Simu-
lierbarkeit der Petri-Netze aus den Bei'
spielen Abb.2 und A66.4), sind alle Mar-
kierungen mit

m(sz) -rys2m(s1)

erreichbar und nur solche Markierungen.
Folglich können die Stellen s, und s 3 nur
so groß werden, wie es die s 1 erlaubt.
Schliekn wir die Input-Stelle an die
Transition t r an, so wird stets gelten:

m(sz)**St) s2*
2

Das Ergebnis ist dann den Stellen s, und s3, unter Berücksichtigung der notwendigen
Halbierung von m(s") zu entnehmen. Diese Halbienng, wie überhaupt Division durch
Konstanten, ist durch geeignete Kantenvielfachheiten problemlos realisierbar. Damit haben

wir bewiesen, daS'tl"Nc4die Funktion f(x)=2* korrekt berechnet.

Immer wieder machen wir die Erfahrung, daS sogar ein starkes Wachstum von

Funktionen keine unlösbaren Probleme bei der Berechnung im Sinne der Definition 6.1

bereitet. Sogar so stark wachsende Funktionen, wie die Ackermann-Funktion, sind
WPNC-berechenbar.r

All diese Funktionen haben allerdings eines gemeinsam: sie sind nämlich monoton

wachsend. Diese Eigenschaft begünstigt natürlich dieWPNC-Berechenbarkeit,weil jaunsere
Definition das ,,Herantasten qn f (x)von unten" ausdrücklich gestattet. Aber gerade dieser
Umstand läßt Schwierigkeiten bei der Berechrutng von anderen Funktionen vermuten.
Nehmen wir z.B. das boolesche ,,NOT". Diese sehr einfache, aber eben nicht monoton
wachsende Funktion ist nicht WPNC-berechenbar. Das liegt einfach an der Natur der ge-
wöhnlichen Petri-Netze. Zwar haben wir im $3 festgestellt, dafi das ,,Testen auf 3" u.U.
simulierbar ist (2.8. durch komplementöre Stellen), aber das würde die Initialmarkierung
von der Eingabe abhöngig machen. Bei einer festen Initialmarkierung, wie in der Definition
6.1 gefordert, erreichen wir jeden Punkt aus *,(mo)erst recht bei einer Anfangsmarkierung,
die gröfor ist als mo. Folglich ist ,,NOT" nicht WPNC-berechenbar.

1 Realisierung yon Rekureionen - giehe [fgl.
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'\I"NC 4 "f : N -r N, f (x) = 2*

Diese Überlegung lassen wir als Beweis für die nicht-Berechenbarkeit (auf der
Basis der gewöhnlichen Petri-Netze) verschiedener Funktionen gelten. So sind z.B. Sub-
traktion, Division und Modulo-Division aus dem gleichen Grund nicht WPNC-berechenbar.
Diese Funktionen sind mindestens in einem ihrer Argumente nicht wachsend. Zwei
inhibitor-Kanten dürften da Abhilfe schaffen (wo sie doch sogar Turing-Maschinen si-
mulieren können). Eine andere Frage ist, ob bereits eine einzelne inhibitor-Kante die an-
sonsten nicht gegebene Berechenbarkeit impliziert. Sicherlich ist das beim ,,NOT" der Fall.
Aber auch die Subtraktion realisieren wir problemlos mit Hilfe von,tllPt{C 5.

Problematisch ist die Modulo-Division, die hinsichtlich beider Argumente die
notwendige Monotonie vermissen lö$t. Höchstwahrscheinlich sind hier zwei inhibitor-Kanten
erforderlich, weil jede solche Kante nur eine Stelle auf 0 testen kann. Auf solche Funktionen
wollen wir hier nicht ndher eingehen. Stattdessen untersuchen wir die Modulo-Diyision zu
einer konstanten Basis ("f :N+N, /(x)-xmod a für ein aeN ), die offensichtlich nicht
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*I"NC 5 "f : N2-r N, f(xr, xz)= x1-x z, x12 x,

'Jtl"NC 6 "f : N2 -r N, f (x) : x mod a, c e N
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WPNC-berechenbar ist. Auch diese Funktion können wir unter Zuhilfenahme einer
inhibitor-Kante berechnen. In 'll?t{C 6 kann die Input-Stelle nur dann leer werden, wenn
die innere Stelle r exakt t(x)- xmod a Token enthölt, die nur in diesem Falle auf o
transf eriert werden können.

Funktionen, die in nur einem ihrer Argumente nicht wachsend sind, konnten wir
bislang mit Hilfe genau einer inhibitor-Kante berechnen. Trifft das aber auf alle solche
Funktionen zu, d.h. sind sie alle - sagen rrfr - WPNcr'- berechenbar ?2 Die ganzzahlige
Division /:N2-rN, "f(xr,xz)=lx1/x2l scheint dem zuwidersprechen. Hier könnenwir aus
verständlichem Grund nicht mehr so vorgehen, wie bei der Modulo-Division. Auf diese und
andere offene Fragen werden wir in der abschliefonden Diskussion ausführlich eingehen.
Die nachfolgenden Übertegwgen, die sich mehr aul die Anzahl der Stellen hinsichtlich
oberer Schranken beziehen, höngen ebenfalls mit diesen Fragen zusammen, wie wir gleich
sehen werden. Zuvor wollen wir aber unbedingt festhalten, was die Subtraktion und
Modulo-Division belegen, nömlich die lolgende doppelte Inklusion zwischen Klassen von

Funktionen, die durch WrPNC's mit oder ohne inhibitor-Kanten berechenbar sind:

WPNC c WPNC r'c WPNC2'.

Auf den Einsatz von kontrollierenden Zuständen in WPNC's haben wir bislang
verzichtet - aus Gründen der Übersichtlichkeit. Interessant wöre nun zu überlegen, inwieweit
die bislang vorgestelltenllrPNC's kompaktiert werden könnten, falls man auf kontrollierende
Zustönde zurückgreifen wärde. Diese können nichts an der Berechenbarkeit einer gegebenen

Funktion öndern - egal, ob im Sinne einer der Klassen aus der obigen Relation oder irn
Sinne derWPNC-Berechenbarkeit überhaupt (Lemma 3.2, S3). Die Frage,ob alle Funktionen
WPNC-berechenbar sind, werden wir im folgenden ebenfalls diskutieren, wobei noch näher
zu präzisieren bleibt, was hier unter ,,allen" Ftmktionen zu verstehen ist. Wir beschränken
uns auf einargumentige md berechenbare Funktionen. Sei also:

f -{f : N-+NIt algorithmischberechenbar)

Resultate, die lür unsere Überlegungen wertvoll sind, finden wir vor allem in der
Arbeit von Barsdin [30J, die sich uf ein anderes, mit Petri-Netzen jedoch verwandtes
Maschinenmodell bezieht. Es handelt sich um sog. Zöhlerautomaten (auch Minsky-
Maschinen). Das in [30J diskutierte Spezialmodell (o.B.d.A.) dieser Maschinen wollen wir
nun vorstellen.

Definition 6.2. Ein n-Band Zählerautomat ClM" ist ein Tupel ClI"=(Q,x) mit einer
endlichen Menge von Zustlbtden Q - t9 r , .. , e. ) und einer Abbildung x : (Q x No) -) (QxZ")
mit der Eigenschaft:

2 Sclbrtvcrrtändlich Lönnen hicr nur Funltionen gemcint rcin, die tlberhaupt (algorithmirch) berechenbar rind.
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Y x,ic'€ Nu,q/ eQz X(qt,x)- X(qt,x')
lalls {i € t I , .. , n} | xr - O} - {i e { I , .. , n} | x', : O} .

Ob die Äquivalenz von Zöhlerautomaten zueiner bestimmten Klasse von Petri-Netzen besteht
( zu Vektor-Additionssystemen mit inhibitor-Vektoren und kontrollierenden Zustdnden et-
wa), werden wir später untersuchen. Zmächst aber wollen wir uns die Frage stellen, ob

dieses Gebilde als eine Art Turing-Maschine ailfeefaßt werden kann. Die Theorie von

Mehrband-Turing-Machinen wird als bekannt vorausgesetzt. Die Abbildung y können wir
sicherlich als eine Bewegungs- md gleichzeitig Zustandsüberführmgsfunktion ansehen.

Zwar sieht das Grundkonzept von Minsky ein beliebiges Bandalphabet vor - die Berech-

nungsschritte sind aber ohnehin nur von der Position der Leseköpfe (deshalb auch Zäh-
lerköpfe genannt) und von dem vorliegenden Zustand abhängig. Deswegen lolgen wir hier
der ldee von Barsdin [30] und gehen davon aus, dafi die (unverönderbaren) Inhalte der
einseitg begrenzten Bönder als die Position der entsprechenden Sektoren interpretiert
werden. Folglich nehmen wir o.B.d,A. an, daS die Sektoren auf jedem Band mit Null
beginnend durchnummeriert sind, wie unten dargestellt. Die andere Eigenart einer solchen
Turing-Maschine besteht darin, da$ der vorliegende Zustand zu jedem Zeitpwkt fttr alle
Zählerköpfe gilt. Weiter einigen wir uns daraul, dafi ein Bandüberlauf nicht zulössig ist,
was der Natur von Petri-Netzen entspricht.

Ein Zöhlerautomat ist also eine Turing-Maschine, sicherlich eine
r)as an der Abbildung y liegt. Dieser Determinismus wirft allerdings ein
auf . Wir können zwar jeden Zähleraatomaten durch ein Petri-Netz mit

deterministische,
anderes Problem
inhibitor-Kanten
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simulieren, aber nicht umgekehrt. Die bei Petri-Netzen vorstellbare Situation, wo zwei und
mehr Transitionen gleichzeitig aktiviert sind, würde bei den Zöhlerautomaten bedeuten, dafi
für eine Konfiguration (x,q)die Nachfolgekonfiguration nicht eindeutig bestimmt wöre,

was auf Nichtdeterminismus hinauslaufen würde. Halten wir aber fest, daß Zöhlerautomaten
zu sog. single-path Petri-Netzen (mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zuständen)
äquivalent sind, d.h. solchen, bei denen höchstens eine Transition aktiviert sein kann.s

Definition 6.3. Eine Fuktion teF, -f :N:D{N ist CMs-berechenbar, wenn es einen
ZöhlerautomalenCf,I"gibt, der lür alle Anfangskonfigwationen (x,O, ..,O, qe), x e D, eo e Q

immer in endlicher Zeit md in der Endkonfiguration (o,..,o, tQ),q)hält, für ein qEQ.

Theorem 6.1. Jede Funktion f e f ist CMg-berechenbar. ( Minsky), [ 30 J4 E

Die ohnehin abgeschwächte (da lediglich nicht-reflexive) Relation zwischen
Petri-Netzen und Zöhlerautomaten ist auf Zöhlerautomaten und WPNC'S, und damit auch
au/ WPNCT'- und CMs.-Berechenbarkeit, nicht übertragbar. Wir müften noch zusätzlich
sicherstellen, dafi ein ausgewählter Zöhlerkopf den zu berechnenden Funktionswert nicht
überschreitet. Deshalb sind wir kaum in der Lage, bekannte Resultate auf das jeweils andere
Gebilde (oder die andere Art der Berechenbarkeit) zu verallgemeinern.

Auf noch gröfore Probleme stofon wir beim Versuch, die Semilinearität der
Petri-Netz-Erreichbarkeitsmengen aul Zöhlerautomaten zu übertragen. Letztere halten ja
in endlicher Zeit, wenn sie denn eine Funktion aus F berechnen sollten. Deshalb wollen wir
die Linearität aus dem nachfolgenden Theorem nicht mit der Semilinearität gleichsetzen.
Trotzdem darf anhand der bislang erzielten Resultate ($5) zumindest vermutet werden,
da$ eine noch effizientere Berechenbarkeit von Funktionen aus f eher nicht zu erwarten ist
- allenfalls für Funktionen, die eben eine gewisse ,,Linearitlit" aufweisen. Barsdin gelang
es, diese Eigenschaft genauer anzugeben:

Theorem 6.2. Für jede CM3-berechenbare Funktion f e f existieren Konstanten 0, <rl e N

mit der Eigenschaft +

3 Die Abbildung 1ltßt rwar kontrollierendc Stellen nicht ru - wohl aber rllclgekoppeltc inhibitor-Transitionen.
Ma,n Lönntc folglich dic ZBhlcrautomatcn alr Vchtor-Additionraytteme mit rllckgeloppeltcn inhibitor-
Tra,nritionen (und kontrollierendan Zurtündcn) bcrcichnen. Dierc'Rllcklopplungen" fallen jedoch wegen Lemma
3.1 llberhaupd nicht inr Gericht.

{ Bereitr aur dem Borultat von Lambcl [ol (errielt in einem anderen Zusammenhang), Lann die CMn-
BerechcnbarLeit von allen Funltionen lef Sefolgprt wcrden. Der Bsdarf an Bändern irt allerdingr hier nicht
herlcitbar. Dioe Folgcrung crmöglicht crrt dar Rerultat von MinrLy [bt. Siehe daru [S0].

[al Lambek. loachim, "IIow to prograrn an infinite abacut', Canad. Math. Bull.,196{,4, Nr.3.

[b] Minrtv. Mawin. "Rccurrivc unrolvability of Poct'r problem of Tag a,nd othcr topice in theory of Turing
machinel', Annalr of Mathem., 1081,74, Nr.3.
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f(x+ mto) - f(x)+ m0, m:O,1,2, .. ( Barsdin), [ 30 J n

Die Minsky-Barsdin Theoreme sind sicherlich sehr wertvolle Resultate, deren

Konsequenzen für Petri-Netze (md vor allem lür WPNC's) interessant sind. Es sei al-
lerdings ausdrücklich betont, daS es sich hier lediglich um wettbev)erbsfreie Petri-Netze
handelt und um eine Eigenschaft, die nicht gleichbedeuend ist mit der Semilinearität der
Erreichbarkeitsmengen. Deshalb sind die Theoreme 5.4 und 5.5 allemal störker, als iede
direkte Folgerung aus 6.1 uttd 6.2.

Im nachfolgenden Korollar beschältigen wir uns mit den härtesten Funktionen f ef
hinsichttich der CMs-Berechenbarkeit. Aufgrmd der fehlenden Äquivalenz zwischen
WPNC's und Zöhlerautomaten können wir kaum brauchbare Aussagen über WPNC-
Komplexitöt von f machen. Deshalb:

Korollar 5.3. Es gibt Funktionen aus f , die mit Hilfe von zweidimensionalen WPNC's
(mit inhibitor-Kanten und kontrollierenden Zuständen) nicht berechenbar
sind. lr

Damit hdtten wir geklärt, wie die Kompaktierung vonWPNC's durch kontrollierende
Zustönde aussehen und vor allem, wie wirksam sie sein kann, Der Schluß auf die Dimension

von l{PNC's ohne kontrollierende Zustände ist wegen Lemma 3.3 trivial. Allerdings ist
damit noch niehts über die Anzahl der Transitionen, insbesondere der inhibitor-Kanten
gesagt. Ferner resultiert aas der CMs.-Berechenbarkeit einer gegebenen Funktion lediglich
die untere Schranke für den kompaktestenVPNc (mit inhibitor-Kanten und konfiollierenden
Zustönden), der sie berechnet. Auf diese Fragen kommen wir im nächsten und zugleich
Iet2ten Kapitel dieser Arbeit zurück.
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Die abschliefonde Diskussion beginnen wir mit den zuletzt gemachten Beobach-
tungen hinsichtlich der WPNC-Berechenbukeit. Die echten Inklusionen zwischen den
Klassen WPNC, WPNCr'and WPNC"' sind sicherlich ein elegantes Resultat, das letzten
Endes das belegt, was wir löngst vermutet haben - nämlich, daß die inhibitor-Kanten (und
eine einzelne ebenfalls) eine qualitativeVerstlirktng des Grundmodells darstellen. Dennoch
drängen sich dabei einige Fragen auf. Die erste Frage wirft die ganzzahlige Division auf ,
die nur in einem ihrer Argumente fallend ist ud trotzdem nicftt wptrlct'-berechenbar zu
sein scheint. Der Beweis für l. t , 

J e WPNC r' könnte uns dem bislang unbekannten Kriterium
für die Zugehörigkeit von Funktionen zu den entsprechendenWPNC-Klassen näher bringen.
Letzteres ist wohl die wichtigste offene Frage in diesem Zusammenhang. Ein schwaches
Kriterium haben wir im letzten Kapitel kennengelernt und zum Teil erfolgreich angewandt:

Argumente, in denen
nicht wachsend ist.

Das Beispiel der ganzzahligen Division (wd aach z.B. der Modulo-Division zur variablen
Basrs.' xmody r WPttc2'?/ zeigt jedoch, da$ dieses Kriterium nicht das exakte sein kann,
Aber auch einargumentige Funktionen werlen einige offene Probleme auf. Die Minsky-
BarsdinTheoreme ($6) definieren klar den dimensionsbezogenen Rahmen in Petri-Netzen,
die wir als wettbewerbsfrei bezeichnet haben. Diese Eigenschaft könnte sich als hilfreich
erweisen, wenn mehr bekannt wäre über obere Schranken z.B. hinsichtlich der kontrollie-
renden Zustönde in den relevanten Zdhlerautomaten. Die zu erwartenden Resultate, die auf
diesem Wege gewonnen werden könnten, blieben dennoch wahrscheinlich weit unterhalb
dessen, was die Erfalvmgen aus dem vorherigen Kapitel vermuten lassen. Die dort be-
trachteten Funktionen f ef vermochten wir ja in WPNC's mit nur einer inhibitor-Kante zu
berechnen.

Die Theoreme 5.4 und 5.5 (55) belegen, daß die inhibitor-Kanten die dimen-
sionsbezogenen Semilinearitötsgrenzen nur gerinslüSig verschieben. Aul der anderen Seite
zeigt das Theorem 5.14 (zusammen mit dem Lemma a.a), daß bereits genau eine
inhibitor-Kante eine solche Yerschiebung verursacht. Dieser Umstand würde eher auf die
Unentscheidbarkeit des bislang of fenen Erreichbarkeitsproblems für Petri-Netze mit genau

einer inhibitor-Kante hindeuen. Allerdings sollen wir diese Deutung nicht überbewerten -
nicht zuletzt angesichts der Tatsache, daS kontrollierende Zustände viel wirksamer sind in
dieser Hinsicht. Letzteres exakt zu beweisen, würde mit Sicherheit sehr aufwendige
Übertegmgen (wie z.B. die Theoreme 5.4 md 5.14) erlorderlich machen. Auf der anderen

Anzahl der \=/Anzahl d.er
inhibitor - KantenJ \ dte Funktion
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Seite ldßt das Theorem 5.4 vermuten, daß die dimensionsbezogenen Semilinearitötsgrenzen

für Petri-Netze ohne kontollierende Zustönde ul die Simulierbarkeit eines gewissen, in
jeder Hinsicht ,,minimalen" Netzes mit kontrollierenden Zusthtden hinauslaufen. Diese

These wird wohl kaum direkt beweisbar sein. Sie wird vielmehr aas den dimensionsbezo-
genen Semilinearitätsgrenzen lür alle Grtmdmodell-Varianten folgen, Wir werden sehen,

dafi recht beachtliche Aussagen in Anlehrung ut diese These möglich sind, und deshalb

wollen wir sie hier möglichst stark untermauern.

Zunöchst müssen wir uns die Frage stellen, welche Petri-Netze ( mit kontrollierenden
Zuständen und nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen) die einfachsten sind im Hinblick
auf eine eventuelle Simulation. Ist vielleicht das Petri-Netz aus dem Beispiel Abb.S ein

solch einfaches Petri-Netz (mit weniger als zwei inhibitor-Kanten) ? Diese Frage werden

wir exakt beantworten können. Was ist dann aber die Konsequenz daraus ? Nehmen wir an,

daß die Simulation der kontrollierenden Zustände aus diesem Beispiel mit Hilfe von

verfügbaren Mitteln (bestimmter Anzahl der zusötzlichen Stellen, sowie inhibitor-Kanten)
nachweislich nicht möglich ist. Sind die Eneichbarkeitsmengen der zusätzlichen Stellen
beschrönkt (oder beschrtinken wir deren Aufnahmekapazitdten willkürlich), dann simulieren
diese ein einfacheres Netz, als das einfachste mit nicht-semilinearen Erreichbarkeits-
mengen. Trilft das nicht zu, dann kann man daraus - beweistheoretisch gesehen - noch

nicht auf die Semilinearitöt schliefon. Allerdings liegt diese Vermutung nahe - nicht zuletzt
wegen Lemma 4.6 und der ,,Neigung" der Petri-Netze zur Semilinearität, wenn hinreichend
viele Stellen gleichzeitig beliebig groS werden können (inhibitor-Kanten sind in diesen

Regionen ohnehin bedeutungslos). Dieses setzen wir voraus, wobei hier auch andere For-
mulierungen für den gleichen Sachverhalt denkbar sind.

Auf diese These aufbauend zeigen wir, dafi das Petri-Netz aus Ab6.5 in jeder
Hinsieht das einfachste mit nicht-semilinearen Erreichbarkeitsmengen ist. Zmächst be-
obachten wir, da$ mindestens zwei kontrollierende Zustände erforderlich sind, denn gerade

das besagt unsere These, Eine zweite 0-Transition (die erste reine Zustandsüberführungs-
transition ist die t") würde die kontrollierenden Zustfutde überflüssig machen. Es bleibt
nur noch zu zeigen, dafi sömtliche Transitionenbeschriftungen, die unser Petri-Netz bein-
haltet, auch erforderlich sind. Im Hinblick auf die Simulation nömlich, sind nur diese von

Belang. Fehlt eine Transition mit q, + q ,, dann können wir den Zustand e 1 umgehen. Das
Fehlen einer Transition mit et)er, j * kmacht wiederum den letzten unerreichbar, es sei
den, der Anfangspunkt beinhaltet gerade diesen Zustand. Dann aber können wir die Er-
reichbarkeitsmenge in diesem Zustand (semilinear laut unserer These) als Anfangsmenge

für das Netz, das nur in dem anderen Zustand schaltet, nehmen. Das heift aber, dafi
hinsichtlich der Art und Anzahl der Transitionen (md laut Lemma 5.1 auch hinsichtlich
der Dimension) dieses Netz das am einfachsten zu simulierende ist (mit eben nicht-
semilinearen Erreichbarkeitsmengen). Damit wöre die Frage der dimensionsbezogenen
Semilinearitätsgrenzen auf die Simulierbarkeit des Petri-Netzes aus Abb.S , oder eines
anderen mit den gleichartigen Transitionenbeschriftungen reduziert. Entscheidend ist dabei
nicht nur die obige These, sondern auch das Theorem 5.4.
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Die Folgerungen sowie die bislang erzielten Resultate (55) stellen wir tabellarisch
zusammen, wobei die Semilinearitötsgrenzen, die aufgrund unserer These gewonnen wurden,

unter Vorbehalt zu stellen und daher mit einem Fragezeichen versehen sind. Die Fragen
der Simulierbarkeit, die zu diesen Erkenntnissen geführt haben, überlassen wir dem Leser.

Das wohl wichtigste md leider nach wie vor offene Problem bleibt das Erreich-
barkeitsproblem für Petri-Netze mit genau einer inhibitor-Kante.Wir machen abschliefond
eine Aussage, die möglicherweise zu einer Teillösung dieses Problems führen kann, die
aber gleichzeitig ein interessantes, dimensionsmabhöngiges Resultat im Hinblick auf die

S emilinearitdt lie I ert.

Gebild,e inhibitor-Kanten.
inhibitor-Stellen.

Sem i I i neari tätsgre n ze.

Referenz.

V ektor - Ad d i tions - / E r set zungssyste me

mit kontrollierenden Zustönden

u='o

O:O
n- :2

Lemma 5.3, Abb.5

V ekt or - Ad d i t i on s - / E r s e t zun gss}rste me

mit kontrollierenden Zustönden

L: I
6:, 1

nt :2
Theorem 5.4, Abb.5

V ektor - Ad d i ti ons - / E r set zungssyste me

mit kontrollierenden Zuständen

L>2
o- I

n- :2
Theorem 5.5, Abb.5

V ektor - Ad d i tions - / E r set zungssyste me

mit kontrollierend en Zuständen

t,2 2

6> 2
nt:l

Theorem 5.6, Ab6.9

V ekt or - Ad d i ti ons sy s te me

ohne kontrollierende Zustönde

ür-o
o-O

nt: 5

Lemma 5.2, Anh. A

V ekt or - Ad d i t i on s sy s t eme

ohne kontrollierende Zustönde

r> I
(f-' I

n'= 5? (3 s n's 5)
Lemma 5.15, Anh. A

V ektor - Ad d i ti ons sy steme

ohne kontrollierende Zustönde

t>2
o>2

n'--4? (l 3n's4)
Theorem 5.6, Abb. L0

Y ekt or - E r s et zun gssyste me

ohne kontrollierende Zustände

u:o
O:O

tn":4
Theorem 5.14, Abb.2

Vektor- Erset zungssyste me

ohne kontrollierende Zustönde

r,) I
t': I

*n- =3
Theorem 5.16, Ab6.4

Y ekt or - E r s e t zun gssyste me

ohne kontrollierende Zustände

s) I
6> 2

n' = 3? ( t 3 n' S 3)
Theo,rem 5.6, Abb.4
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Definition 7.1. Eine inhibitor-Transition f in einem Petri-Netz mit (PN*) ist schwach-
monoton, wenn entweder ((s,tt)e {r,O} oder ((t',s)-Ofür alle seS gilt. Für die Trans-
lationen (Additionsvektoren), die auf eine solcheTransition zurückgehen, gilt dann entweder
u'2O oder u'S O.

Theoren 7.1. Sei I ein Vektor-Additionssystem mit (genau) einem und schwach-
monotonen inhibitor-Yektor u', sowie der inhibitor-Hyperebene s, - O, und
seien Zt, ,ytr weitere Yektor-Additionssysteme, mit:

tl - '/ \ tu') ,1

U - .l/\tu')u{u'} mit nt: ur+ 0 .2

Es gilfi ßy(xo): :tü(ß#(fr u(x'))1,,_o) .

Beweis: Of fensichtlich gilt:

(* ) 3r(.) E ßr(.) c r*(.) .

Betrachten wir einen Schaltpfad in"t! zwischen zwei Punkten aus der inhibitor-Hyperebene.
Ist die inhibitor-Transition u'e( schwach-positiv, dann könnte sie zuerst feuern (genauso
oft, wie in dem Schaltpfad in ut ) und die restlichen Transitionen danach, in unverönderter
Reihenfolge. Umgekehrt, könnte eine schwach-negative Transition zuletzt feuern, nachdem
die restlichen Transitionen bereits gefeuert haben. Wir beobachten also, dafi unzuldssige
Schaltpfade u.U. so permutiert werden können, dafi sie zulössig werden. Ein permutierter
Schaltpfad trifft sicherlich den gleichen Endpunkt und daraus folgt:

ßry(' )l r,-o G ßy(' )l r,-o .

Zusammen mit (* ) erhalten wir sogar:

3"(') 1",-o : ßr(') 1,,-o .

Folglich Silt für jeden Anfangspunkt xoaus der inhibitor-Hyperebene:

ßy(xo) : :tü(ß *(xo)1,,_o).

I Im äquivalenten Petri-Netz bedeutet dar den Augchluß der inhibitor-Tranrition.
2 Erinnern wir unr an die 'Preudoarithmetiki, die dar Element r einrchließt (52, Seite l7). Demnach gilt 0+r-0.

Die Äddition deg O-Vektorg tum u!errettt alro r6mtliche Komoonenten däch.durch-O und läßt äie übtir"rt
unverlindert. Im liquivalenten Petri-Netr irt dar gleichbcdeutenä mit dem-Auuchluß der intribiioi-Kante.-----
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Liegt der Anfangspunkt xonicht auf der inhibitor-Hyperebene, dann können wir zuerst die
Menge der uf dieser Ebene erreichbaren Pukte unter AusschluS der inhibitor-Transition
berechnen. Sa(xo) ist dann flir xoeinzusetzen. Das ergibt:

ßy(xo) '- !tü(ßrr(ß u(xo))lr,-o)

Sicherlich könnte man eine öhnliche, jedoch entsprechend stärker rekursive GIei-
chung auf stellen, lalls mehrere, aber aasschlie$lich schwach-monotone inhibitor-
Transitionen vorhanden sind.

Die obige Rekursionsgleichwg beschreibt die Erreichbarkeitsmengen von Petri-
Netzen (mit einer schwach-monotonen inhibitor-Transition) mit Hilfe von Erreichbar-
keitsmengen gewöhnlicher Petri-Netze. Zwar ist deren Beschreibungsproblem unent-
scheidbar - entscheidbar hingegen ist das Erreichbarkeitsproblem. Folglich könnte man den
Algorithmus, Z.B. uts [16J, rekwsiy anwenden... - r)enn da der Durchschnitt mit der
inhibitor-Hyperebene nicht dazwischen löge. Schließt das aber unbedingt die Beschreibung
der Erreichbarkeitsmengen ein ? Auch diese Frage lassen wir hier of fen. Im Hinblick auf
die Semilinearitöt gewinnen wir dennoch das folgende Resultat:

Korollar 7.2. Dimensionsbezogene Semilinearitätsgrenzen sind von schwach-monotonen
inhibitor-Transitionen unabhängig. u

E
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Anhang A.

-

SIMULATION DER KONTROLLIERENDEN
ZUSTANDE IN GEWÖHNLICHEN

VE KTOR -ADDITIONSSYSTE M E N

Kontrollierende Zustände können laut Lemma 3.3 auch inVektor-Additionssystemen
simuliert werden. Diese Simulation wollen wir hier etwas genauer schildern. Als Basis
nehmen wir wieder das Petri-Netz aus dem Beispiel A66.5 (53), das zwei kontrollierende
Zustllnde enthält. Der Aufwand dieser Simulation ist betröchtlich. Erforderlich sind drei
zusätzliche Stellen r1or2tr"und darüberhinaus jeweils zwei Transitionen für jeden kon-
trollierenden Zustand. (In unserem Beispiel: t\:1,t12 für den Zustand qrund tfl,t$! für
q"). Das Petri-Netz simuliert den Zustand qr, bzw. ez, v)€rrrr die Markierung auf den
zusät zlichen S tellen ents prechend

m(r)-(1,6,O) für et, bzw. m(r)-
: (2,3,O) für e z fs/. Andere Mar-
kierungen sind als Zwischenzustände
ztt verstehen, die im ursprünglichen
Petri-Netz nicht vorkommen. Im
Anf angszustand mo( Abb. A 1) ist nur
die Transition t I:i aktiviert und
nachdenr sie gefeuert hat fsf das die
t\2. Wir haben dann m(r) - (6,O,I )
und in diesem Zustand sind die
Transitionen tr und tzaktiviert (d.h.
genau diejenigen, für die q'(t) = g r

gilt ! ). Feuert die erste der beiden,
dann erhalten wir wieder die Aus-
gangsmarkierung auf den zusätzli-
chen Stellen. Andernf alls lautet diese
Markierung m(r) - (2,3,O), was mit
dem kontrollierenden Zustand e z zu
identifizieren isl. Die Transitionen
t\:) und t\:) sind jetzt blockiert und
bleiben es während und nach dem
Schaltvorgang ttrJ tt:), der dann
m(r) - (3, O,2) lief ert ( Abb.A2 ). In
diesem Zustand sind ausschließlich

Abb. A 1. Kontrollierender Zustafld q r.
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die Transitionen t3 und tq aktiviert.
Feuert die erste ät, beiden, dann
erhalten wir wieder m(r) - (2,3,O)
und die Transitionenf olge tt:ltt:)
( md nur diese ) kann erneut f euern.
Feuert jedoch die Transition t r, dAnn
erhalten wir m(r) - ( 1,6,O), was mit
e r gleichzusetzen fs/. Wieder kann
( ausschließlich ) die Transitionen-
f ol ge t I:i t\:) f euern usw. (Jnser

Petri-Netz genügt offensichtlich
( PN* ) fs/ also ein Vektor-Addi-
tiorrssystent, dAs die in Abb. 7 7 zu-
sAnrnlengestellterr ^Sintulationsva-
rianten kontplettiert. Wir halten fest:
der Aufwand dieser Sintulatiort setzt
sich aus drei zusötzlichen Stellen,
sowie 2. I Al zusätzlichen Transitio-
nen zusnntnren. ( Letzteres gilt ,tA-
türlich auch dAnn, wenn das zu sf-
ntulierende Petri-Netz inhibitor-
Kanten enthält urtd diese als Simu-
Iatiortsntittel nicht verfügbar sind.

I Dennoch gehören die Markierungen der ersten drei
Peüri-Neüzea, wa8 auch der sinn der simulation igt.
ist aueechließlich simulationetechnigch bedingt.

ANhANg A. SI}IULATIOII DER TOITROTLIEREXDEX ZUSTIIIDE IT GELöHTILICI{EII VEKTOR.ADDITIOIISSYSTEI,IE}I

Diese Simulation ist olfenbar als schwach zu bezeichnen, weil sich jeder zu si-
mulierende Schaltvorgang in Etappen vollzieht. Dem Feuern einer beliebigen Transition im
ursprünglichen Petri-Netz entspricht stets eine auf drei Transitionen zurückgehende
Schaltfolge im Simülationsnetz. Die zu der Schaltfolge tg2t3tr1tr12trt" (wie in allen
bisherigen Beispielen) dquivalente schaltfotge lautet in diesem FaII:

t \: l t \:) t J \: l t \2 t zt y:l t l.) t 
"t 

f l t f) r { ( r [:i r t:j r, 12 t \. ] t \! t,t n t *) t, .

Auch hier wollen wir vollständigkeitshalber die Zustandsverönderungen bei der Umsetzung
dieser Schaltfolge studieren. Die Zustände mylrn2,rrtqcrrr5ltrtTomo sind die bereits er-
wähnten Zwischenzustönde,t die übrigen sind mit (eneichbaren) Zuständen des zu simu-
lierenden Petri-Netzes zu identifizieren.

Abb. A2. Korttrollierender Zustand qz.

süellen rteür zur Ereichbarkeitsmengs deg ursprünglichen
Die unterecheidung zwigchen diegen Leiden zustandgarten
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, Anfangszustand rno Zustandry | ,no +'!:i mr

'(z)Zustand mzi ITtl {"'' m2 Zustand m3 r m r.t' rn,
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Anhang A. STHULATIO[ DER Ko]lTRotuEREI|DEI ZUSTIIDE tX GEröH]tLtCI{EI| KToR-ADDtItoItSSYSTE}tErl

Zustand m r : rt 3 {'Ili'lli m I Zustand ms ! rl ,." rrr g

Zustand mo i ffte -) 4'i' 
^o

, (t)

Zustand mt i fft6 +'2'2 mT
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Antrang A. Sllt tATto0l DEn Ko]lTRottIERExDEll zusTÄltDE lx GEIJöHllttcHEll vEKT0R-^,DDtTI0lrssYsTElrErl

Zustand ma i fil , ." rn u Zustand mg i ots + '\ilt\i] trt s

Zustand mro i De +" -,o Zustand m, i mro {('ilirlllr')'*,,
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Anhans A. slllULATIofi DER KoflTRotLtEREllDEll ZUSTIIIDE lX GEUöllllLlCllEll VEKTOR-ADDITIOISSYSTEIIEII

Zustand miz: mrr {tlli'f?t'- fftn Zustand mrs ! n rz )tl'l tl')t' ^,.
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